Equacao da difusao fracionaria nao-linear: solugao exata
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RESUMO. Neste trabalho investigaremos as solugdes de uma equagio da difusio
generalizada que contém derivadas fraciondrias aplicadas a varidvel espacial e termos nio-
lineares. Nesta equagio também consideraremos a presenga de forgas externas e termos
absorventes. As solucdes encontradas aqui poderio ter um comportamento de cauda curta
ou longa. Em particular, no dltimo caso que é caracterizado pelas distribui¢des de cauda
longa serd relacionado com as distribui¢des de Lévy. Além disso, a partir dos resultados
encontrados aqui, poderemos obter uma rica classe de processos difusivos incluindo
normais e andmalos.

Palavras-chave: difusio andmala, equagio de difusio nio linear, distribui¢des de Lévy.

ABSTRACT. Nonlinear fractional diffusion equation: exact solutions. We devote
this work to investigate the solutions of a generalized diffusion equation which contains
spatial fractional derivatives and nonlinear terms. The presence of external forces and
absorbent terms is also considered. The solutions found here can have a compact or long
tail behavior. Particularly in the last case in the asymptotic limit, we relate these solutions to
the Lévy or Tsallis distributions. In addition, from the results presented here, a rich class of

diffusive processes, including normal and anomalous ones, can be obtained.

Key words: anomalous diffusion, nonlinear diffusion equation, Lévy distributions.

Introdugio

Recentemente, as equacdes de difusio que
generalizam a equagio de difusio usual por
empregarem derivadas fraciondrias ou termos nio
lineares, tém recebido considerivel atencio devido
sua grande variedade de aplicacbes em fisica, em
particular, 3 fendmenos que possuem difusio
an6mala. De fato, clas tém sido aplicadas com
sucesso em diversas situagdes, tais como relaxagio ao
equilibrio em sistemas (por exemplo, cadeias de
polimeros ¢ membranas) com memoria temporal

longa, transporte an6malo em sistemas
desordenados (Metzler, 1999), processos nio-
markivianos envolvendo proteinas (Plotkin ¢

Wolynes, 1998), transporte de gases através de meios
porosos (Muskat, 1937), modelos de crescimento de
superficies, difusio através de membranas finas
devido a gravidade (Buckmaster, 1977) ¢ dedos
viscosos (Grosfils ¢ Boon, 2005). Essa grande
variedade de aplicagbes também tem motivado uma
constante investigagio a respeito das propriedades
formais dessas equagdes de difusio. Dentre elas, para
o caso das equagoes de difusio fraciondrias, temos a
analise de problemas de contorno (Metzler e Klafter,

2000a; Agrawal, 2002; Lenzi et al., 2005; Mainardi e
Pagnini, 2003; Schneider e W. Wyss, 1989), o estudo
do comportamento da equagio de difusio fraciondria
na origem (Ryabov, 2003) e a conecgio entre a
fung¢io H de Fox e as equagdes fraciondrias (Mainard
et al., 2005). Situagdes multidimensionais
envolvendo equagbes de difusio fraciondrias foram
abordadas  considerando  termos  convectivos
(Meeschaert, 1999), situagdes que envolvem simetria
radial (Achar e Hanneken, 2004) ¢ generalizacoes do
movimento Browniano (Uchaikin, 2002). As
equagdes de difusio nio lineares também tém sido
estudas levando em conta virias situa¢des como, por
exemplo, a presenca de forgas externas (Tsallis e
Bukman, 1996; Compte et al., 1996; Giordano et al.,
2001), termos de absor¢io (Drazer et al., 2000),
dependéncia espacial para o coeficiente de difusio
(Silva et al., 2004). Por sua vez, situagdes em que
temos a presenga de derivadas fraciondrias espaciais
em equagdes de difusio nio lineares foram
investigadas em (Bologna, 2000; Lenzi et al., 2003a,
b). A conexido entre estas equagdes € um contexto
termodinimico seja ele ditado pelo formalismo de
Boltzmann-Gibbs ou o formalismo de Tsallis
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(Plastino e Plastino, 1995); Frank, 2002; Anteneodo
2005) também ¢é tema de constante investigacio.

Do exposto acima, observamos a importincia
destas equagdes, suas aplicagoes e solucoes, fazendo
com que investigagdes a respeito de sua natureza
sejam importantes a fim de termos um suporte para
descrever situacdes onde o formalismo usual nio
funciona de forma adequada, e conseqiientemente
necessita de extensdes. Um exemplo tipico é o
deslocamento de um fluido viscoso em outro menos
viscoso em um reservatério de petréleo que requer
um formalismo mais geral do que o conhecido
atualmente para descrevermos de forma adequada o
comportamento nio linear da interface analisada,
uma vez que as rochas nos quais o éleo esta presente
tem caracteristicas fractais ou multifractais. E em
particular, a geoestatistica destes reservatdrios sio
perfeitamente  descritas por um  movimento
Brownianio fracionirio e um movimento tipo Lévy
(Hewett, 1988). Assim, visando uma compreensio
melhor destes formalismos que empregam estas
equagbes  difusio  generalizadas  (sejam  elas
fraciondrias ou nio lineares), dedicaremos o presente
trabalho a estabelecer algumas classes de solugdes
para uma equagio da difusio nio linear
unidimensional fracioniria. Mais precisamente,
consideraremos a seguinte equagio de difusio:

L= o0y 4;, - o *,[MW} -2 [Fxod-a0d (1)

onde o coeficiente de difusio, dado por o(t), é
dependente do tempo, F (x,t) é uma forca externa
aplicada a0 sistema, dada por F(x.t)=-k(t)x e
a'(t) é um termo absorvente ou de fonte o qual tem
sua origem, e.g., em um processo que contenha
algum tipo de reagio além da difusio. Seguindo
(Bologna, 2000; Lenzi et al., 2003a, b), usaremos o
operador de Riemann-Liouville (Oldham, 1974;
Hilfer, 2000; Metzler e Klafter, 2000b) para a
derivada fraciondria e trabalharemos com o eixo x
positivo. Depois, usaremos a simetria para estender
os resultados obtidos para o todo o eixo real
Comecaremos investigando as solugdes da equagio
acima na presenca de termos absorventes lineares,
i.e., com m=1.Na seqiiéncia, estudaremos situagdes
caracterizadas por g#1 na auséncia de forgas
externas com um coeficiente de difusio constante.
Neste caso, obteremos solugdes para alguns valores
particulares dos parimetros presentes na equagio
(1). Tais desenvolvimentos serio feitos na Sec. II e
na Sec. III apresentaremos as discussdes ¢

Gongalves et al.
conclusdes a respeito dos resultados obtidos.

Equagao de difusao nao linear fracionaria

Investigaremos as solugdes dependentes do
tempo para a equagio (1) utilizando o método de
similaridade para reduzi-li a uma equagio
diferencial ordindria. Observando que a forma
explicita da equagio que serd obtida depende das
condi¢des de contorno ou de restrigdes impostas
pelas leis de conservagio, e.g.,, a condi¢io de
normalizacio. Assim, como estamos interessados em
solucdes para uma equagio de difusio vamos
considerar em nossas investigagdes solugdes que sio
do tipo:

X

p(x1) =ﬁi{m} )

Estas solucoes devem satisfazer as condigdes de
contorno, inicial e de normalizagio, quando a'(t)=0.

Antes de analisarmos as solugdes da equagio (1),
vamos considerar a mudanga

t
o(x,t) =ex —J-dfa’(f) 2(x,t)

onde p(x.) é a funcio a ser determinada, sendo ela

dada pela equagio (2) e z=1. Desta forma, deixamos
para uma etapa posterior o estudo do caso m#1l e
suas solugdes. Aplicando estas consideragdes na
equagio (1) obtemos:

®-5 Lo 2

O 7 e ] adreed @

Com
D(t) = D(t)exg L-v - y)J. dta'(t)|.

Agora, utilizando a equacio (2) na equagio (3),
considerando z=|/®(t) , encontramos

9 o (8 T (T2 2z
S Sl @ kg
com d(t) = -k )P ¢ ~kHt)D(), onde

E=@+y+v+n+u+y e k

arbitrria que pode ser determinada pela condi¢io de

¢ uma constante
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normalizacio. Resolvendo a equagio para o(t),

obtemos
P =i
t (&3 [k SELG)
20 |14k j did(e © e o ©)
®(0)

0

onde k' =(1-¢) E/[CD(O)]H- Observe que esta equacio

contempla a possibilidade de considerarmos como
condi¢io inicial a distribuigio com uma certa
largura. Voltando nossa atengio para a equagio (4), a
primeira simplificagio que podemos fazer nela é
efetuar uma integragio, o que resulta em

G R IO S C I

a partir da qual analisaremos vérias situa¢des para os
parimetros W, 10,6, y.nev . Em particular,
primeiramente estudaremos o caso 4'=1 com
ulyn ¢ Vv

consideraremos situagdes que envolvem valores
arbitririos de H# e casos particulares para estes

arbitririos, apds este estudo,

parimetros. Vamos considerar, para todos estes
casos, =0, para que seja satisfeita a condi¢io de
contorno p(im,t):o,

Desta forma, considerando =1 juntamente

com (=0 aequagio (6) fica reduzida a
25 (07 o) kebta @)

A equagio (7) é uma equagio de difusio nio
linear ¢ fraciondria, o que torna dificil (ou
impossivel) empregarmos procedimentos baseados
no principio da superposi¢io que sio comumente
usados na obten¢io das solugdes das equacdes
diferenciais parciais lineares. Assim, proporemos o
ansatz ,b(Z)=WZ% (1+ bz)€ como uma solug¢io para a

equagio (7), ressaltando que esta proposta de
solugio satisfaz as condi¢Ges de contorno e inicial
pertinentes a este problema de difusio. Aplicando o
ansatz na equagio (7) e utilizando a propriedade
abaixo, que é obtida usando a defini¢io de derivada
fraciondria de Riemann-Liouville,

dé B _ r(a+1) Za_é
i Z (b2 )= @ +1-0) (1027 ®)
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para =g+ f[+1, encontramos Os

a, Bev presentes no ansatz ¢ na equagio de difusio

parimetros

em termos dos demais parimetros como segue:

a_ +0+u+n)(2+u+6)
v (y-DA+0+2u+n)
B HUR+u+6)

v (y-D@ro+2u+n) ©)
= 4=NA-p-n)
2+0+u
Com

.‘N=[_ rd+a-n) }1—1/—;/ .
kI Q+a-u-n)

Substituindo estes resultados na solugio proposta
chegamos em

2+ u+6
1+8+u+n 1+6+24+n

o=z 't (1+bz))a (10)

onde b é uma constante que, de acordo com a situagio
analisada vale +1. Ressaltando que b =-1 consiste em

uma solugio compacta, ao passo que D=1 nos
conduz a uma solugio que cobre todo o espago.
Conseqiientemente, dependendo da escolha dos
parimetros 4,6, € y, a solugio adquire uma cauda
curta (b=-1) ou longa (b=1). Em particular, o
dltimo caso estd relacionado com as distribuicoes do
tipo Lévy. De fato, se considerarmos o limite
assintético para argumentos grandes na equagio (10),
para o caso caracterizado por uma cauda longa, teremos

20140
o) ~1/z ¥V

Neste ponto, ¢ interessante notar que as
distribui¢es que emergem do formalismo de Tsallis se
comportam segundo uma lei de poténcia e podem se
referir as distribui¢oes de Lévy. Por este ponto de vista,
também podemos aproximar nossas solucdes 2as
distribui¢bes que emergem do formalismo de Tsallis
(Tsallis, 1994; Tsallis et al., 1998). Estabelecida tal
relagio,  podemos  dar  uma  interpretagio
termoestatistica para estas distribuicées de forma
andloga as distribui¢oes que emergem da equagio de
difusio usual e a termoestatistica de Boltzmann-Gibbs.

Empregando o procedimento acima, podemos
estender a solugio encontrada para o caso
caracterizado por 4 #1. Desta forma, utilizando o
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ansatz descrito acima na equagio (6) com (=0
obtemos como solugio

O+2'+ 1
Joewnwn e
p@=Nz Y (1+b2) 1y (11)
com y=(Q-(u+u+0)) 1+ ),
1
1-v-y

Yz _
@) I’[1+[1+ V)a B+n+ y)J

Kr@+a -u-n) r[2+[1+£jﬁ—(6+f7+ﬂ+#')]
v

&=

s

a1 =[(o+2u+p)ia-2p+ 1) -0 - [(@+ u+ pm)1a-p)],
de forma andloga ao caso anterior b=%1 e
V=@0-A-u-ni6+u+2u) (veja Figura 1 e Figura
2). Usando os resultados obtidos, podemos obter o
segundo momento. Em particular, no caso em que o
mesmo ¢ finito ele ¢ dado por (x*)o[*®F, com

o(t) definido pela equagio (5). Este resultado para o
segundo momento simplifica-se para (x?) 0 12 -nna

auséncia de forgas externas e termos absorventes
quando consideramos tempos longos. Esta rela¢io para
o segundo momento nos diz o processo difusivo pode
ser superdifusivo, normal ou subdifusivo se 2/(¢ -1) for

maior, igual ou menor que um, respectivamente.

D(Hp(x.t)

6=-1/2, n=5/3

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X/ (t)

Figura 1. Nesta figura mostramos o comportamento da
D(t) p(x,t) versus X/P(t) obtido a partir da equagio (11) para
valores tipicos dos parimetros 77, (', @ e { , na auséncia de termos

absorventes, que nos conduza a uma distribui¢io com a forma
compacta.

Gongalves et al.

0.14 W'=1/5 , p=-5/6
6= 3/2, n=-1/2

- 9= 3/2, n=-3/7
ffffff 6= 1/2, n=1/3

0.12

0.10 —

0.08 —

D(t) p(x.t)

0.06 —

0.04 4

0.02 —

X1 (1)

Figura 2. Nesta figura mostramos o comportamento da
P(t)p(x,t) versus X/P(t) obtido a partir da equagio (11) para
valores tipicos dos pardmetros /7, ', @ ¢ (i , na auséncia de termos

absorventes, que nos conduza a uma distribui¢io com uma cauda
alongada, cobrindo todo espago.

Agora vamos considerar alguns casos particulares
da equagio (1). Mais precisamente, consideraremos
os seguintes casos: (i) #'=1e p=1, (ii) y=1¢ py=-1
H=0.
comegarmos nossas investigagbes a respeito desses

e (i) w=2 e Entretanto antes de

casos, vamos fazer a seguinte mudanga k por -k
com k definido pela condi¢io de normalizagio.
Assim, aplicando este requisito na equagio (6),
obtemos para o caso w'=1e p=1 que

9~ d| 5~ ~
z "pV(Z)E[Z ”p”(Z)]=-kzp(Z) (12)
A solugio para a equagio acima é dada por

n ~ 2+6+ (l—y)%

p(2)=2" expy| - (13)

z
@+oyv+QA-ym

onde (@=2-v-y com equ[x] = (l— (l—q)x)ﬁ para
1-(A-q)x=0 ¢ equ[x]EO para 1-(1-q)x<0. Note que
exp[] ¢ a funcio q-exponencial que emerge do
formalismo de Tsallis a0 maximarmos a entropia de

Tsallis ;= [1—jdqu)/(q—1) com vinculos adequados

(Tsallis et al., 1998). Para o segundo caso, i.c., 4=1¢€
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4= -1, temos que
z
705 )| @5 ()= Kai(a) (14)

Resolvendo a equagio (14), obtemos como

solugio

1+ 1+
1 1 g
P(2)=2"" exp, =7 - (15)

com izl?((l—y)(l—/y)—v(he)). No terceiro caso,

{=2 e p=0,aecquagio (7) fica dada por

Llronzr )=k (16)

De forma aniloga aos casos anteriores podemos
também expressar, a solugio para este caso em
termos das fungdes g-exponenciais, obtendo como
resultado

n+6
n+o l;‘22+u+y
DN=z2""Yexp,| - —mm
P9 ey 17)

com gq=2-v-y. As solugdes para estes casos podem
também exibir uma forma compacta ou alongada
dependendo dos valores dos parimetros v, y,8er .

Por fim, consideraremos a situagio em que
temos z#1. Trataremos desse caso na auséncia de
forgas externas, com o coeficiente de difusio e o
termo absorvente constantes. Empregando todas
essas condi¢des na equagio (1), podemos reduzi-1d a
forma que segue abaixo

2- c.,Mu{lxlg VaMﬂ[lxl }}—a‘p“ (18)

como  nos  casos  trabalhados
anteriormentes a equagio (18) é uma equagio nio
linear, sendo que a nio linearidade estd presente no
termo difusivo ¢ no termo absorvente. Seguindo o
procedimento empregado acima, vamos considerar
que a solugio para a equagio (18) seja do tipo
ox)=@at)P(gt)x) sendo at) e  @(t) fungées
dependentes do tempo a serem determinadas.
Observe que contrariamente a equagio (2), ¢t) e

Assim,

#(t) nio precisam ser necessariamente iguais.
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Continuando nossa investigac¢io sobre as solugdes da
equagio (18), vamos analisar a equagio cinética que
emerge a0 tomarmos ® =0, ou s¢ja, a equagao

00 _ . g
E——ap” (19)

A solugio para esta equagio ¢é dada por
1

p= (1—(1—,u')a't)1'7/" , O que nos sugere a considerar
1
que ¢ seja dada por ¢(t)=(1—(1—y‘)/{t)r" (& sendo
uma constante arbitriria), uma vez que para =0 a
solucio deve ser formalmente equivalente a solugio
da equagio cinética. Agora para obter ¢, vamos
substituir a solug¢io proposta na equagio (18) com
@) definido acima. Desta forma, apés alguns

yrv-p
HFU+O+n

cilculos é possivel mostrar que ¢(t) =[at)]
reduzirmos a equacgio (18) a seguinte equagio
ordindria:

_(y+V_/_1)'€ dep _ J -Op¥ d N\ _ ol
e agh f d(ﬂ[Z @] ar (20)

com ¢=¢t)x. Neste Interessante

ressaltarmos que conhecendo ¢(t) e ¢(t) podemos

ponto é

determinar o comportamento temporal do segundo,

é claro supondo que v[d{ 72®(¢) seja finita. Neste
caso, aplicando a definigio,

x2> = dexzp(x,t),

obtemos que <x2>DaJ(t)/[¢(t)]3 , agora tomando o

limite de tempos suficientemente longo obtemos
3U+p-y-v)
<x2> ~t @A) Deste  dltimo  resultado
observamos que para 3(1+/7—y—v)/[(l—ﬁ)(y+/,1'+9+/7)]
maior, igual ou menor que a unidade temos um
processo superdifusivo, normal ou subdifusivo,
respectivamente. Nosso problema agora reside em
encontrar solugdes analiticas para a equagio (20), o
que ¢ wuma tarefa dificil ao considerarmos
u, ', 6,n yev arbitririos. Assim, vamos considerar
duas situagbes particulares envolvendo estes
parimetros a fim conseguirmos obter solucdes
analiticas para a equagdo (20). Elas sio (i) y+v=p
com wu=le =0 e (ii)) y+v-p=p+p+6+ncom
u=p'=1. Assim,

y+v=p, p=le pg=0com os demais parimetros

comegaremos por considerar

podendo assumir valores arbitririos. Para este caso a
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equagio (20) pode ser reduzida a equagio que segue
abaixo:

- d (.- v %
kP =D Q@VE’Z 1P ]—a@" 21)

cuja ¢ dada por

a Zl+9+/7
P(0) = Z; eV

_ _eqau® (22)
xexp| —|duu v e g

para g=2-y-v. Qutro caso interessante aparece ao
yrv-pg=p+p+0+n com  pu=p=1.
Para este caso a equagio (20) adquire o seguinte
aspecto:

considerarmos

d d - d|,-n_v "ol
-&E[Z@]HDE{Z %VE[( "o ]}—a@“ (23)

A solugio para este caso pode ser obtida de forma
implicita e tem como resultado

) 2+H+€(1—y)
A= R~ e v+ na-)
(24)
. e u49+€(1—y) u B
el U
o e G0

com g=2-y-v. De forma andloga outras situagoes
envolvendo os parimetros presentes na equagio (20)
podem ser analisados.

Resultado e discussao

Em resumo, investigamos as solugdes de uma
equacgio unidimensional de difusio que apresenta
termos nio lineares e derivadas fraciondrias aplicadas
a varidvel espacial, a equacio (1). Particularmente,
levamos em conta a presenca de termos absorventes,
forcas externas ¢ uma grande variedade de situacoes
envolvendo os parimetros u, i, f,y,6,ven presentes
na equagio (1). Desta forma, os resultados aqui
obtidos estendem os resultados encontrados em
Bologna, (2000); Lenzi et al. (2003a, b). Outro fato
importante, constitui a relagio das solucdes obtidas
com as distribui¢ées de Lévy quando estas possufam
um comportamento de cauda longo ou com o
formalismo de Tsallis por meio de suas fungdes g-

Gongalves et al.

exponenciais. Ressaltando que ao estabelecermos a
conexio com o formalismo de Tsallis estamos
fornecendo uma base termodinimica a estas
equagdes de forma andloga como ocorre com a
equagio de difusio usual e as distribuigdes de
Boltzmann-Gibbs. Finalmente, esperamos que os
resultados encontrados aqui venham a ser tteis nas

discussdes que envolvam processos difusivos
andmalos.
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