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RESUMO. O presente trabalho tem como objetivo o emprego da técnica de elementos de
contorno na solugio do problema unidimensional de solidificagio em coordenadas
cartesianas. A técnica de elementos de contorno transforma o problema original, que era a
resolugio de uma equagio diferencial parcial, na resolugio de um sistema de equagdes nio
lineares, tendo como incégnitas a posi¢io da frente de congelamento e os fluxos de calor em
cada uma das extremidades. Os resultados obtidos com as simulagdes numéricas foram
comparados com um problema de solidificagio que apresenta solugio analitica. O método
empregado apresentou-se ripido e eficiente na solugio do problema de solidificagio e
verificou-se a concordincia entre os resultados obtidos com a solu¢io numérica e os obtidos
com a solugdo analitica. A andlise mostrou que a técnica de elementos de contorno foi
eficiente na resolugio do problema de mudanga de fase e que a metodologia empregada
pode ser estendida para situagdes mais complexas que nio apresentem solugio analitica.
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ABSTRACT. Analysis of the problem with chang phase. The present work aims the
employment of the boundary elements method for the solution to the one-dimensional
solidification problem in Cartesian coordinates. The boundary elements method transforms
the original problem, which was the resolution of a partial differential equation, for the
solution to a system of non linear equations, and it has as unknows the front position of
freezing and the flows of heat at each one of the extremities. The results obtained with the
numeric simulations were compared with a problem that presents analytic solution. The
method employed showed fast and efficient for the solution to the problem investigated,
and the agreement was verified between the result obtained with numeric solution and the
one with analytic solution. The analysis showed that the boundary elements method was
efficient for the solution to the problem of change phase, and the proposed methodology
can be applied for more complex situations that do not present analytic solution.

Key words: solidification, boundary elements method, heat transfer.

Introducao

A solidificacio é de interesse pritico em diversas
dreas, como na refrigeragio, na eletroquimica, na
fusio de ligas metilicas, etc. (Prud’homme e
Enguyen, 1989). Na indtstria alimenticia, a
refrigeragio e o congelamento 3 baixa temperatura
sdo técnicas muito utilizadas para a preservagio de
alimentos pereciveis (Camparfione ef al., 2002). Uma
outra aplicagio dos processos com mudanga de fase é
o banco de gelo que corresponde a equipamentos
que armazenam energia na forma de calor latente a
baixas temperaturas. Esses equipamentos sio usados
principalmente no condicionamento de ar em
prédios, residéncias, escritdrios, comércio e inddstria
em geral, onde conforto é um aspecto importante
para o desempenho humano (Ismail, 1998).

A condugio de calor envolvendo mudanga de
fase é um processo muito conhecido e tém diversas
aplicagdes industriais (Alhma e Gonzales-Fernandez,
2002). Problemas em que a solugio da equagio
diferencial deve satisfazer certas condigdes de
contorno na fronteira do dominio prescrito sio
chamados de problemas de valor de fronteira. Em
casos muito importantes, a posi¢io da fronteira nio é
conhecida, havendo a necessidade de ser
determinada. A posi¢io da fronteira deve ser
determinada como fung¢io do tempo e do espago
(Crank, 1996). Problemas de fronteira mével sio
freqientemente denominados de problemas de
Stefan, em fungio da contribui¢io de diversos
trabalhos desenvolvidos por Joseph Stefan (Crank,
1996; Zerroukat et al., 1998). Devido 4 complexidade
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desse tipo de problema, soluges analiticas sdo muito
dificeis de serem obtidas. Dessa forma, torna-se
necessario o emprego de técnicas numéricas, como
Diferengas Finitas, Volumes Finitos, Elementos
Finitos e Elementos de Contorno (DeLima-Silva e
Wrobel, 1995; Crank, 1996).

Dos virios métodos existentes para a resolugio
do problema de Stefan, a técnica de elementos de
contorno (BEM) se destaca por causa de sua
eficiéncia (Hsieh e Kassab, 1995). Essa virtude vem
do fato de que, nesse método, os pontos nodais estio
localizados na fronteira. Estes pontos nodais
movem-se junto com a interface entre as fases
(Hsieh e Kassab, 1995). No método de contorno, os
problemas de Stefan podem ser resolvidos sem
interferéncia das malhas de discretizacio do dominio
do problema, sejam elas fixas ou méveis. Entretanto,
em outros métodos numéricos, tais como diferencas
finitas ou elementos finitos, a malha de discretizagio
¢ importante, além de ser freqilentemente parte
integrante da solugio (Hsieh e Kassab, 1995). O
método de elementos de contorno é um método
numérico para a solugido de equagdes integrais de
contorno, baseado em wum procedimento de
discretizagio (Ibifiez e Power, 2002); atualmente é
uma alternativa importante aos métodos de dominio
que prevalecem na anilise de sistemas microscépicos
que envolvam transferéncia de massa e de energia
(Ibafiez e Power, 2002). A férmula de representagio
da integral de Green para a equagio de calor foi
extensivamente usada mna literatura e a sua
formulagdo é apresentada por Morse e Feshbach
(1953) e por Carslaw e Jaeger (1959). Chang et al.
(1973) e Shaw (1974) foram os pioneiros na
aplicagio da formulagio direta da técnica de
elementos de contorno. Chuang e Szekely (1971),
Shaw (1982), Wrobel (1983) e DeLima-Silva e
Wrobel (1995) empregaram a técnica de elementos
de contorno em problemas de fronteira mével
unidimensional com uma fase. DeLima-Silva e
Wrobel (1995) empregaram a solu¢io fundamental
dependente do tempo para a equagio de difusio,
junto com um esquema de marcha no tempo
cumulativo e um algoritmo iterativo preditor-
corretor para localizar a frente mével.

Nesse trabalho, foi aplicada a formulagio direta da
técnica de elementos de contorno na resolugio do
problema de Stefan. Foi empregado um esquema de
marcha no tempo passo a passo e um procedimento
iterativo foi empregado em fungio da nio-linearidade
do problema. Para validar a formulagio matemitica
apresentada, os resultados foram comparados com um
problema  que  apresenta  solugio  analitica
(Prudhomme e Nguyen, 1989). Os resultados
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numéricos obtidos ficaram em concordincia com a
solugio analitica. Esses resultados mostram a eficicia do
método ¢ a confiabilidade para a sua aplicagio em
outras situagdes em que nio seja possivel obter a
solugio analitica.

Material e métodos

2

Neste trabalho, é empregada a técnica de
elementos de contorno aplicada a uma tnica fase em
um processo da solidificagio. Nesse caso, s6 uma
regiio é considerada com uma superficie mével, ao
invés de duas fases com uma interface mével entre
eles. Na construgio do modelo matemitico serd
considerado que, inicialmente, o sistema se encontra
na fase liquida e que a temperatura é homogénea no
sistema e igual 3 temperatura de solidificagio. Em
uma das extremidades do sistema, em X=R,, a

2

temperatura ¢ abruptamente alterada e mantida
constante em um valor inferior i temperatura de
fusio, iniciando o processo de solidificacio. A
Figura 1 representa o processo de solidificagio.

R, &) Ry

liquido sélido

-—
Movimento da fronteira

Figura 1. Movimento da fronteira de solidificagio.
A equagio da difusio que descreve a

transferéncia de calor nesse sistema ¢ dada pela
seguinte expressao:

u-——=0 (1)

Onde u é a Temperatura e ag ¢ a difusividade

térmica do sélido.
Seja L o operador diferencial representado pela
seguinte equagao:

L[u] =asu,—u, =0 2)

Seja M o operador adjunto de L e vuma fung¢io
tal que:

M [v] =agv, +Vv, =0 3)

Da multiplica¢io da Eq. (2) por v e da Eq. (3)
por U e fazendo-se a subtracio destes dois termos,
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obtém-se a seguinte expressio:
vLu]-uM V] = (aow, ~agv,u), = (w), =0 “)

Nos problemas de congelamento, o dominio
do problema nio é conhecido em funcio da
variagio da interface entre as fases com o tempo,
representada por R;(t). Esse comportamento ¢

ilustrado na Figura 2. Nessa figura, t,(X)

representa o tempo para uma determinada
posigio da frente de congelamento.

Re)  Ren) 2, .

Figura 2. Representagio do dominio do problema de
solidificagao unidimensional.

A integracio da Eq. (4) sobre a regido de dominio

do problema (ABCD), conforme ilustrado na

Figura 2, resulta na seguinte equagio:

LBCD (U/Svux - asvxu) dt - J uvdx =0 (5)

ABCD

Aplicando-se os limites de integragio na
Eq. (5) e rearranjando-os, tem-se a seguinte
€xpressao:

Ry
(B U(E L, )=ju(x,to)e(z,x,to,tp Jobx -

Ri (to)

Re(te) te
quG(z,xmx),tF)dx+aquj (&R, oty )t -
Ri (t) to

f N (6)
aSuRij(a,Rw,t,to)dt—asqajG(E,Rf(t),t,to)dH

te
auy [B.(ER (DL
to

Na constru¢io da formulagio integral da
técnica de elementos de contorno, utilizou-se a
formulacio direta na qual se estabelece uma
relagio de reciprocidade entre o estado real
(incégnito) e o estado auxiliar, escolhido para
conduzir a representacio integral envolvendo
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quantidades diretamente relacionadas com as do
problema sobre anilise (Cruze e Rizzo, 1968).
Na Eq. (6), escolhe-se V como estado auxiliar
(formulagio direta) a solugdo fundamental
G(f,x,tF,t), isto é, a funcio de Green. Em
coordenadas cartesianas unidimensionais, a
solugio fundamental da equagio da difusio ¢é
dada pela seguinte equagio (Brebia et al., 1984:
Zerroukat et al., 1998):

x— &)

(x-¢) ] o

1
2/t —t) ex‘{ms(tF ~t)

2

A funcio de Green é obtida resolvendo-se a
equagio de difusio quando é aplicada uma fonte
de calor na posi¢io x=¢ no instante de tempo

V=G(é Xt t) =

t=t., para condi¢des limite de homogeneidade

em um meio infinito (Chuang e Szekely, 1971).
Para investigar a singularidade da integral na
varidvel t, subtrai-se uma pequena quantidade
arbitriria (8) no tempo (t) ¢ toma-se limite

quando € tende a zero; dessa forma, tem-se que
(Brebia et al., 1984):

lim [ u(t)G(E X te 1) e X =c(E(Ete) (8)

£-0

1/2 se £0T (contorno)

Em que ¢(¢) ={ 1 se {0Q (dominio)

As condigdes de contorno do problema s3o:

U(Ry.t) = Ug )

u(R;,t) =uy, (10)
Sendo que Ugé a temperatura na parede ¢ Uy, é a

temperatura de fusio do sélido.

Os fluxos de calor na fase sdlida serio
representados pelas seguintes expressoes:

ou

-— = em X= 11

o=t em X=R, (1

ou _ ¢

— = em X=R 12

o Am f (12)

Na resolucio da formulagio integral resultante
da aplicagio do método de elementos de
contorno, serio empregados elementos constantes
em cada passo do tempo, isto é, serd considerado
que a temperatura e as suas respectivas derivadas
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sio constantes em cada passo do tempo, portanto a
formulagio integral resultante da aplicagio da
técnica de elementos de contorno resulta na
seguinte expressao:

(AUE)= j:“(@t(xta GEXt LD, Jj (:G(éxt. Y+
ot CERotot-as | GER tigat-ach [ GER O1okt (13)
aswfca(m@x,to)dt

A Eq. (13) ¢é vélida para qualquer ponto ¢ do
dominio e é a formulagio integral para esse

problema. Para se obter a equacgio integral no
contorno, leva-se o ponto ¢ para o contorno. Uma

das incégnitas do problema de mudanga de fase é a
posi¢io da fronteira mével. O balango de energia em
um elemento de volume na fronteira mével resulta
na seguinte expressio:

drR
AHFpS—fsza—”

14
dt o0x (4

x=Rs

A integragio da Eq. (14) no tempo resulta na
seguinte expressio:

F _to)ks s

t
R ()= R )+ e e

A integral no dominio que aparece na Eq. (13) foi
resolvida numericamente empregando-se o método de
Quadratura de Gauss com dez pontos de integragio.
Deve-se destacar que, na formulagio matemitica, a
tinica integral sobre o dominio é avaliada no instante de

tempo b (tempo inicial), em que sio conhecidos os
valores da temperatura. Dessa forma, quando se aplica
como ponto de colocagio os valores das varidveis no
contorno, obtém-se um sistema de equagdes cujas
incognitas s3o a posigio da fronteira mével e os valores
da temperatura e dos fluxos no contorno. As integrais na

. . . . X=

varidvel tempo na fronteira fixa, isto é, em R"",
foram resolvidas analiticamente. As integrais na frente de
congelamento apresentam  singularidade no ponto

x=R(t:) , enquanto as integrais na variavel tempo na
fronteira mével também apresentam  singularidade

quando ' =1t . Todas as integrais que apresentam
singularidade ~ foram  resolvidas  numericamente
empregando a subrotina QDAGS, desenvolvida por
Piessens et al. (1983), cujo cédigo fonte esti em
linguagem FORTRAN. Ela subdivide um intervalo
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dado e usa a Regra de Gauss-Kounrod com 21 pontos
para estimar a integral sobre cada subintervalo. O erro
para cada subintervalo é estimado por comparagio com a
regra de Gauss com 10 pontos. Essa rotina é usada em
fungbes que apresentam singularidade em seus pontos
finais. As integrais no tempo na fronteira fixa (em
X = Ry ) foram resolvidas analiticamente e sio
apresentadas das Eq. (16) a (19).

te \/F
G(R,,R, t,t, )t = —————
L (R, Ryt.te )d \/Tt\/atz (16)

e
.[ G,(R,,R,,t,t)dt =0 (17)
0
c = 1 2 _Rf(tF )2
Je - R oS
(18)
1 1 R!(tF) _ 1
g () [2HJ R0
orf| OOR(e) |
N asvh (19)
.[ Gx(Rf(tr)vR/\,,t,to)dt:;\/;72
’ S

Onde h=t; —t,.

Existem na literatura duas abordagens alternativas
para implementa¢io do esquema de marcha no tempo.
Um dos esquemas envolve a reinicializagio em cada
passo no tempo e as integrais do dominio sio calculadas
a cada passo (Silva et al., 2001). No outro esquema, a
integral no dominio é calculada apenas no instante de
tempo inicial, contudo sio requeridos que sejam
armazenados todos os valores das varidveis primitivas em
todos os passos de tempo. A desvantagem do segundo
esquema € o maior espago de memoria computacional
para o armazenamento das varidveis (Brebbia et al,
1984).

Neste trabalho, foi adotado o esquema de marcha no
tempo passo a passo. No método de elementos de
contorno, devem-se inicialmente determinar os valores
das varidveis no contorno, que, nesse caso, sio as

s
- U, u

seguintes: R, M, R , 9 o R (tr ). Nesse problema,

as condi¢bes de contorno especificadas sio os valores das

temperaturas em cada uma das extremidades: Ur e Uwm ,
portanto as incégnitas do problema s3o as derivadas em
cada uma das fronteiras M ¢ IR ¢ 4 posicio da

fronteira mével R+ (te ) Para se obter a equagio integral

é

no contorno, leva-se o ponto ° para o contorno, isto &,
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faz-se ¢=Ry e ¢=R (tF) na Eq. (13). Dessa forma,
obtém-se um sistema de duas equagbes. A nio
linearidade do problema, devido ao desconhecimento da
localizacio da frente de solidificagio, torna necessirio o
emprego de procedimento iterativo para a sua solugio. O
algoritmo empregado na resolugio desse problema, em
cada passo do tempo, é apresentado na Figura 3. O
algoritmo interativo adotado assume que sejam
conhecidos todos os valores das temperaturas e dos

fluxos no instante de tempo to. Apbs o cilculo dos
valores das varidveis no contorno ¢ da posigio da
fronteira mével, procede-se, entdo, ao cilculo das
varidveis no dominio. Esse cilculo é efetuado aplicando

£=X na Eq.(13); deve-se destacar que o cilculo dos
valores da temperatura do dominio envolve apenas o
cilculo de uma equagio explicita. Os métodos
empregados no cilculo das integrais da Eq.(13) nos
pontos do dominio foram anilogos aos procedimentos
empregados no cilculo dos pontos de contorno. Foram
calculados os valores em dez pontos do dominio.

Um programa computacional em linguagem
FORTRAN foi desenvolvido para a resolugio desse
problema. Para analisar os resultados obtidos com as
simulagbes, foram feitas comparagdes com a solugio
analitica desse problema obtida por Prud’homme e
Nguyen (1989), representadas pelas Eq.(20) ¢ Eq.(21).

Estimativa de
(k=0)
Relepd

J L

Céalculo dos coeficientes
da Eq.{13)

IL

Dieterminar os valores das

ol 8
VArlaveis: g€ @z

Iy

Caleulo de R, (20" pela
Ea. (15

Calculo do erro

Calculo da

temperatura
no daminia

Figura 3. Algoritmo empregado na resolugio do problema de
solidificagio.
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u(xt) = Eexégjxeﬁ Ei +U, (20
20 (2 12 1-Rt)) - 20)
tkSA
R ()=1- [2c—= 27 1)
PAHTR,
Onde Au=u, —Ug, r=x/Ry,

0= (CpSAu/AH F), C ¢ uma constante de
integragdo que é obtida pelo emprego da Eq.(9) na
Eq.(20).

Resultados

Na investiga¢io do processo de solidificagio, foi
selecionada a dgua para realizar as simulagbes. Os
valores das propriedades do gelo e os parimetros do
modelo  empregados na  simulagio  estio
apresentados na Tabela 1. O passo no tempo
utilizado no método foi de 1,75x10?min. A
tolerAncia para o cilculo iterativo da posigio da
fronteira mével foi de 107,

Tabela 1. Parimetros e propriedades do gelo usado na simulagio.

 Densidade (g/cm’) 0.8928
O Calor latente de fusio (cal/g) 80.00
@ Calor especifico (cal/g.K) 0.487
@ Condutividade térmica (cal.min.cm.K) 0.2694
Comprimento da placa (cm) 5.00

Temperatura da parede (K) 253.15
Temperatura de solidificacio da dgua(K) 273.15

O Fonte — Azevedo, 2000; ©® Fonte — Incropera, 2003

Na Figura 4, sio apresentados os resultados da
posi¢io da frente de congelamento em fungio do
tempo, calculado pela aplicagio do método de
elementos de contorno e os resultados obtidos com a
solucio analitica desse problema que foi calculada
pela Eq.(21).

1.004 |—  Elementos de contorno
-==  Solugdo analitica

0.88+

0.444

0.22

0.00

Tempo (minutos)

Figura 4. Posi¢io da frente de congelamento em fungio do
tempo.
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Discussao

Existem na literatura diversos métodos
numéricos empregados na resoluc¢io de problemas
de solidificacio, tais como diferengas finitas,
clementos finitos ¢ volumes finitos. Esses métodos
requerem que o dominio do problema seja
discretizado e os resultados dependem muito do
esquema de discretizagio. Nos métodos numéricos
que empregam a malha fixa, as condi¢des de
contorno devem ser calculadas empregando dois
pontos da malha de discretizagio em cada passo do
tempo. Portanto, sido necessirias formulagdes
especiais para as equagdes na frente de solidificagio
que geralmente requerem um  procedimento
iterativo. O método de Elementos de Contorno é
uma alternativa importante na resolu¢io de equagdes
diferenciais. A base desse método é a transformagio
da equagio diferencial parcial original, ou sistema
original, que descreve o sistema fisico em questio,
em uma equagio integral equivalente, ou sistema,
por meio do uso da fun¢io de Green. Essa fungio é
obtida pela solugio do operador adjunto do
problema original. O método apresenta muitas
vantagens em relagio a outras técnicas, sendo a
principal a possibilidade de reducgio do esforgo
computacional na resolu¢io do problema ao qual é
empregado. Outra vantagem do método de
elementos de contorno em relagio a outros métodos
numéricos é que as incégnitas do problema sio
apenas varidveis no contorno. Os valores obtidos no
dominio sio obtidos por uma equagio algébrica
desde que conhecidos os valores do contorno. A
técnica de elementos de contorno reduz a dimensao
do problema em anilise, pois, a0 levar a formulagio
integral do dominio para o contorno do problema, a
sua dimensio que antes era de (m) passa a ser (m -
1), proporcionando uma redugio no tempo
computacional. Neste caso, a dimensio do problema
era um, e a aplicagio dessa técnica reduziu a
dimensio para ordem zero, isto &, as incégnitas dos
problemas ficaram restritas is duas extremidades da
barra. Os resultados apresentados na Figura 4
mostram que houve uma concordincia entre os
resultados obtidos com o emprego do método de
Elementos de Contorno com a solugio analitica,
demonstrando a eficicia do método utilizado.

Conclusao

Neste trabalho, foi realizado um estudo da
aplicagio do Método de Elementos de Contorno na
anilise de problemas com mudanga de fase. A
formulagdo matemdtica resultante da aplicagio do

2

método também ¢ apresentada detalhadamente. O
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esquema de marcha no tempo passo a passo foi
empregado. No desenvolvimento do método
matemdtico, foi aplicado um procedimento
interativo para o cilculo da posigio da fronteira
mével. Desenvolveu-se um programa
computacional em  linguagem computacional
FORTRAN para a resolugio do problema de
fronteira mével. Os resultados obtidos com as
simulagdes foram comparados com um problema da
literatura que apresenta solugio analitica. Os
resultados mostraram a eficicia do método ¢ a
confiabilidade na solugio do problema de mudanga
de fase. O Método de Elementos de Contorno pode
ser estendido para o caso de problemas de ordem
superior, em superficies mais complexas, ou ainda
em outras situagdes mais gerais em que nio seja
possivel obter a solugio analitica. Em virtude das
caracteristicas do programa desenvolvido, pode-se
adaptd-lo a outros problemas de transferéncia de
calor com mudanca de fase.

Nomenclatura
C Constante de integragio
Cp ¢ Capacidade calorifica do sélido, cal/gK

ks Condutividade térmica do sélido, cal /min.m K

q Fluxo de calor na fronteira fixa
R
S Fluxo de calor na fronteira mével
Qv
R Posicio da fronteira mével, m
f
RN Posicio da fronteira fixa, m
Tempo final, min
t, p
Tempo inicial, min
tO
u Temperatura de fusio, K
m
Temperatura da parede, K
u R
u Temperatura, K
X Coordenadada na diregio axial

Simbolos gregos

as

Difusividade térmica do sélido, m%min

0 Nuamero de Stefan

AHF Calor latente de fusio, cal/g

Ps Densidade do material da fase sélida, g/cm’

E Ponto de aplicagio da fonte de calor referente a fungio de Green
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