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RESUMO. Neste trabalho obtemos uma nova classe de solugdes para uma equagio de
difusio fraciondria N-dimensional com simetria radial usando a técnica de fungio de Green.
Em particular, estas solugoes sio obtidas empregando uma condi¢io de contorno definida
em um intervalo finito [0,a] a qual depois ¢ estendida a uma situa¢io semi-infinita fazendo
A — 0. Em nossa anilise, também consideramos a presenca de forcas externas e o
coeficiente de difusio dependente de varidveis temporais e espaciais. Usando os resultados
obtidos discutimos uma ampla classe de processos difusivos, sejam eles normais ou
andmalos.

Palavras-chave: equacio de difusio, fun¢io de Green, derivada fracioniria.

ABSTRACT. Exact solutions for fractional diffusion equation: Green function
approach. We investigate the solutions for a fractional diffusion equation with radial
symmetry, using the green function approach and taking the A-dimensional case into
account. In our analysis, we consider a spatial time dependent diffusion coefticient and the
presence of external forces. In particular, we discuss the results obtained by employing
boundary condition defined on a finite interval and after, we extend the analysis to a semi-
infinite interval of @ — 00 . We also show that a rich class of diffusive processes, including

normal and anomalous ones, can be obtained from the solutions found here.

Key words: diffusion equation, Green function, fractional derivative.

Introdugio

As equagdes de difusio fraciondrias (por

exemplo, aty,O = (DDZ,O) tém sido amplamente

investigadas devido a sua grande utilidade na
descri¢io de fendmenos relacionados a processos
difusivos andmalos (Klafter et al., 1996; Kusnezov et
al., 1999; Hilfer, 2000; Metzler e Klafter 2000a; West
et al., 2002; Zaslavsky 2002; Del-Castillo-Negrete et
al., 2003). De fato, elas tém sido aplicadas em vérias
situagdes, como por exemplo, relaxamento para
equilibrio em sistemas (como cadeias de polimeros e
membranas) com memodria temporal longa
(Schriessel e Blumen, 1995; Douglas, 2000;
Schiessel et al. 2000; Crothers et al, 2004), em
sistemas desordenados (Metzler et al, 1999a), na
descri¢io da difusio em fractais (Campos et al.,
2004) e na modelagem de processos dinimicos nio-
markovianos em proteinas (Plotkin e Wolynes,
1998). Os aspectos formais destas equagdes de
difusio fraciondrias também tém sido investigados.

Por exemplo, Schneider e Wyss (1989) discutiram
equagdes fraciondrias do tipo difusio-onda, Metzler
e Klafter (2000b) estudaram alguns problemas de
contorno para equagdes de difusio fraciondrias,
Metzler et al. (1999b) mostraram como uma equagio
fraciondria de Fokker-Planck pode ser derivada de
uma equagio mestra generalizada, Ryabov (2003)
analisou o comportamento na origem das equagdes
de difusio fraciondrias, Saied (2000); El-Wakil et al.
(2001a,b); Ren et al. (2003); Mainardi e Pagnini
(2003). Achar e Hanneken (2004), obtiveram
algumas solu¢des para uma equagio de difusio
fraciondria, ¢ Barkai e Silbey (2000) formularam
uma equagio de Kramers fraciondria. Da discussio
acima, percebemos o grande interesse que essas
equagdes de difusio, que generalizam a equagio de
difusio wusual, tém despertado devido i grande
diversidade de aplicagdes, conforme falamos
inicialmente. Entretanto, uma discussio levando em
conta condicdes de contorno definidas em um
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intervalo finito, i.e., [0, a], ou mesmo em uma
situagio semi-infinita, i.e., [0,00) com a presenga de
forgas externas em ambos os casos ainda nio foi feita
de forma apropriada. Assim, pretendemos dedicar
este trabalho ao estudo deste tipo de equagio de
difusio levando em conta condigdes de contorno
definidas em um intervalo finito, i.e., [O, a] , 0 qual

depois serd estendido a uma situagio semi-infinita
fazendo @ — 0. Também vamos considerar a
presenga de forgas externas e um coeficiente de
difusio que pode depender tanto de wvaridveis
espaciais como temporais. Mais especificamente,
vamos obter uma nova classe de solugdes levando
em conta as condigdes de contorno definidas
anteriormente para a equagio de difusdo fraciondria:

9 I SR N N _ 0 N A
Wp(r,t)—}[dt FE{r o(r,t -t )ar p(r t )} T [r F(r)p(r,t)]
1)

onde F(r) representa uma forca externa aplicada
ao sistema, 0 <y< 1, 0(r,t) representa, por
exemplo, uma distribui¢do de particulas ou uma
concentragio e D(1;t) é o coeficiente de difusio que
leva em conta uma dependéncia temporal e espacial.
A derivada temporal considerada aqui é do tipo

Caputo (Podlunbny, 1999), i.e.,

0¥ 1 p"r,t)
—p(rt) = ot
atyp( ) r(n-y -ty

com n-1<y<ne p™(rt) =9,"p(r,t"). Note que

para =1 a Equagio 1 recupera a equagio de difusio
usual (N-dimensional com simetria radial) com

efeito de meméria e que J’drrw—lpé independente
0

do tempo para qualquer y. Mostramos a dltima
afirmagio escrevendo a equagio de difusio
fraciondria na forma 9/ p=-r""9 (r"'y) e

assumindo a condi¢io de contorno J(r—egt) — 0.
Para investigar as solug¢des que surgem da equagio
de difusio fraciondria acima, consideramos virias
situagbes que envolvem o coeficiente de difusio e a
presenga de forgas externas. Comegamos nosso
estudo com o caso livre (ie., a auséncia de forca
externa no sistema). Para este caso, consideramos o
coeficiente de difusio dependente do espago ¢ do
tempo, ie., O(r,t) =or °t° /T (J). As solugdes sio
obtidas levando em conta condi¢des de contorno
definidas em um intervalo finito e num intervalo
semi-infinito.  Posteriormente, estudamos as
modificacdes que sio obtidas ao introduzirmos uma
forca externa na Equagio 1. A forga externa analisada
édo tipo F(r) = —kr +xr” com 0= -1-46, sendo esta
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for¢a analisada primeiramente com k =0 ¢ depois o
caso completo. Neste contexto, empregamos, por
questio de simplicidade, o coeficiente de difusio
o(r,t) =od(t)r ?. Em ambos os casos, as solugdes

para Equac¢io 1 sio obtidas utilisando o formalismo
de funcio de Green. Estes desenvolvimentos sio
feitos na Sec. II, e na Sec. III apresentamos nossas
conclusdes.

Equagao de Difusao Fracionaria

Iniciaremos nosso estudo considerando a
equagio de difusio fraciondria N-dimensional com
simetria radial, na auséncia de forgas externas e, por
simplicidade, com o coeficiente de difusio
D(r,t) =0t /T (J) . Para este caso, a Equagio 1 fica
expressa da seguinte forma:

gTyyp(r,t) :7“;1“ .:[dt‘(t —t')"'la—ar{r“"lgp(r,t')}
(@)

E interessante observar que para y = I
recuperamos a equacio de difusio usual com efeito
de memoria. Seguindo, vamos analisar a Equagio 2
levando em conta a condicio de contorno
p(a,t) =0. Exemplos semelhantes deste tipo de

condi¢io de contorno sio encontrados na anilise
dinimica de polimeros, meios porosos estratificados
e mno estudo de fotocondutividade em
semicondutores amorfos. Resolvendo a equagio
acima submetida a esta condigio de contorno,
obtemos:

PrY) = [déEp(E)G(r, &)

Gr.E0= 53 £, 03, L ANE, (-1, 00
"’“{Jiuna)} : :

©)
para N 2 2 onde J,(x) é uma fungio de Bessel, A,
(autovalor) é obtido da equagio Ja,,(A,2)=0 e
p(r0)=p(r) (veja a Figura 1). Na Equacio 4,
G(1,&,t) é¢ uma fun¢io de Green associada a condigio
inicial e E\(x) € a fung¢io Mittager-Leftler, dada por
502

A fun¢io de Mittag-Leffler é uma extensio da
fun¢io exponencial ¢ a presenca desta fungio na
Equagio 4 é uma conseqiiéncia das mudangas
produzidas na fun¢io densidade de probabilidade de
tempo de espera pela derivada fraciondria e pela
dependéncia temporal no coeficiente de difusio.
Note que para y+0=1, recuperamos a equagio de
difusio usual, uma vez que a funcio de Mittag-
Leffler reduz-se a fungio exponencial.
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Figura 1. Comportamento de G(r,¢,t) versus r para valores

tipicos de ye 8. Consideramos, por simplicidade, a = 10.0, t =
1.0,§ =2.0,0=10e N=3.

A Equagio 2 também pode ser util na descrigao
de processos andmalos de condugio de calor. Neste
caso, ¢é interessante considerar a Equagio 2 sujeita a
uma condigio de contorno mista, ou seja, uma
condigio de contorno que envolva a fungio e sua
derivada. De fato, este tipo de condigio de contorno
aparece naturalmente em processos de condugio de
calor, por exemplo, quando uma superficie dissipa
calor por convec¢io de acordo com a Lei de
resfriamento de Newton. Assim, empregando
condicoes de contorno mistas, i.e., arp+}[p‘r:a =0,

a0 invés da condigio de Dirichlet, para a Equagio 2
obtemos que sua solugio fica dada por,

Py = [dEE DG .E)

- = 2
G(r.&) :a—zzz_]‘(irﬂm(AHE)JE(Anr)Em(—AﬁDtN)
"'DWH{J,A,(A"a)} : :
2

4)
com N = [AJH)? +1-(N-2)/(Ha)].

Agora vamos incorporar uma dependéncia
espacial no coeficiente de difusio, isto é, D(r) = D r
%1/ T (). Esta dependéncia espacial no coeficiente
de difusio tem sido empregada para investigar virias
situacoes fisicas, tais como elétrons ripidos em um
plasma quente na presenca de um campo elétrico,
turbuléncia (Fujisaka et al, 1985; Sokolov et al.,
2000), e difusio em fractais (O'Shaughnessy e

111

Procaccia, 1985). Neste caso a equagio de difusio é
dada por:

9" — D i s 4 :5-11 »v»l»ai '
Wp(r,t) _7r(5)rm£dt (t-t) o {r e p(r,t)}
©)
A solugio para a Equacio 5 é
P 1) = [dEEB(EG(r.E1)

Lero-w) Lero-w)
r2

Gr.en=20% &

n=0 2 lea)|
{J " [ n az )]}
2o\ 2+8

B, (DAL

20 26
206 2+0 o | 2+0
(6)
onde =2 + 0 e A, é determinado por
1
J 24, @0 | _ o (veja Figura 2).
N
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Figura 2. Comportamento de g(r, E, t) versus r para valores

tipicos de 0 considerando, por simplicidade, y+ 6 =1/2,t = 1.0, §
=2.0,2a=10.0, #=3.0e ® =1.0.

Para este caso, em que o coeficiente de difusio
depende da posi¢io e do tempo, também podemos
achar a solu¢io utilisando uma condi¢io de
contorno mista, i.e., uma condi¢io de contorno que
envolva a fungio e sua derivada sobre uma superficie
considerada, conforme fizemos anteriormente. Em
particular, a solu¢io, no caso em que a Equagio 5 é
analisada com condi¢des de contorno mistas é:
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P 1) = [d&E PG €11)

1 1
(2+0-N) S (2+6-x
z(+ N) z(+ N)

246 -
Gr.&n=2275 —< E,.s (-0AL")

_ 21 L z
Noid o | —=a?
2a\ 248

20 20
20,6 2 2,1 2
B[
2+6 +0

)
sendo NV, = [(A/H)*a’+1-(A=(2+0))/(#Ha)].
Podemos estender o resultado encontrado acima
para Equagio 5 e por conseguinte para Equagio 2
considerando a—o0. Para obter a solug¢io pertinente a
esta situagio, é ttil usar

p(rt) = TdkC(k,t)W(r, 9]

2406- ze
wirk)=r 2 JW”[Z::;]

20

(8)
onde (C(k,t) é o ndcleo da integral a ser encontrado.
Note que usar Equagio 8 é equivalente empregar
uma transformada integral com o ndcleo contendo
uma fungio de Bessel. Substituindo Equagio 8 em

Equagio 5, obtemos:

9 ke :%{dt'a —t) ek,

dt’ r
©)
Resolvendo a  Equagio 9, encontramos
c(k,t) = C(KO)E,.,(-k?0t™?), onde (ko) ¢

determinado pela condi¢io inicial. Utilizando a
condigio inicial p(r 0) = g(r), verificamos que
_ 2k T N-1—
ckO =572 j dEEMPOWIEK)
(10)
Assim, a solugio fica dada por:

P10 = [ 485G ED

Gr.én= ZTZBTdkk‘-IJ(f, KW(r,K)E, .5 (-k*ot"*%)

(11)
Em particular, para y+6=1, podemos simplificar
a equagio anterior aplicando a identidade
[okia, (@03, (A0e ™ =Lre N [Lﬁj
° 2a° ‘\ 2a
(12)
Desta forma, aplicando a Equacio 12 na Equagio
11, obtemos:

g
T L
@+6)&) 2 bt

(13)
onde [ (x) € uma fungio de Bessel modificada
(veja Figura 3). Observe que a expressio assintdtica

(2+6)°Dt

28 2 }

Gongalves et al.

para Equagio 13, levando em conta um argumento
grande para [ (x) é

Lm0 2w
2+8-20 = =
27y

e~ — e T
(14)

o que nos lembra a forma assintética de um
propagador obtido quando consideramos uma
difusio em um meio fractal. Nesta mesma direcio a
Equagio 14 também pode ser considerada como
uma extensio dos resultados assintéticos relatados
por Metzler e Klafter (2000a) para modelos
homogéneos ¢ isotrépicos de caminhantes aleatérios.
O comportamento assinttico para o segundo
momento associado a este processo ¢ <r2> 0 t2/2+6)

quando consideramos tempos longos. Este resultado
para o segundo momento nos mostra que podemos
ter um comportamento subdifusivo, normal ou
superdifusivo, desde que tenhamos 0<6, =0 ou -
2<0<0.

0.12

0.10 +

0.08 -

G &)

0.06 -

0.04

0.02 +

0.00 T T T T T T

Figura 3. Comportamento de G(r,&,t) versus r para valores

tipicos de 0 considerando, por simplicidade, y+ & =1, ¢ = 1.0,
=20, N=3.0e ®=1.0.

Neste ponto, prosseguiremos com nossa anilise
incorporando forgas externas na Equac¢io 1 e
investigando quais sio as modificagdes que tais
forgas externas produzem nas solugdes encontradas
acima. Para simplificar nossa anilise, consideramos o
coeficiente de difusio dado por D(r,t)=Dro3(t).
Vamos comecar nossa discussio considerando a
forca externa F(r)=%r° com €=-1- 0. Observe que
neste caso nio temos solucdes estaciondrias, assim
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como no caso livre trabalhado acima. Aplicando estas
considerag¢des na Equagio 1, obtemos.

o _D 000 K 0 [
at—yp(r,t) T lar {r ar Pt )} r¥tor {r p(r,t)}
(15)

Para estudar a Equacio 15, consideramos
primeiro uma condigio de contorno definida em um
intervalo finito, i.e., [0,a], e depois estendemos nossa
condigio de contorno para o caso semi-infinito.
Seguindo o procedimento empregado acima e
levando em consideragio a condi¢io de contorno
p(a,t)=0, obtemos:

2 w-1-X
P = [dEE G, E1)
0
E(ZWWV%I’ %(zwf:‘v)*l

2 9 0 2 20 2
gren=2225 L —E, (oAt

0 l(24»5)
24,a?
‘]v'+1
2+6
248 248
2 2
xa,| D |y | 200
2+6 2+6

(16)
com v'=2Vk'+k"? /(2 +6) onde k'=[N-(2+ B)]k/D
e k”=[N-(2+ 8)-K/D]/2 ¢ 0 autovalor A, é obtido da

2+0

equagio j ( 21, azj =0. Semelhante ao caso

2+60

livre, podemos estender o intervalo fazendo a-~, o
que modifica nossa condi¢io de contorno para um
intervalo semi-infinito. Neste caso, para obter a
solugio, precisamos usar

p(rt) = j: dke (K, HW(r 1)

2+0

Losgony =

wir k=2 | 22
2+4

(17)
é¢ o ntcleo a ser encontrado.

onde (C(K,t)

Substituindo a Equag¢io 8 na Equagio 5, obtemos

d—yE(k t) = -0k ’C (k1)
dtr '

(18)
Resolvendo a Equagio 18, encontramos
C(k0)=C(kO)E, (-k’at”)  onde  C(k0) ¢
determinado pela condi¢io inicial. Usando a

condigio inicial p(r 0) = p(r) , verificamos
ctkn =2 Jaee o pewiek

2+6
(19)
Assim, a solugio ¢ determinada por:

113

P =[dee " pEOWER)

_ 25 ey
Gr&n = j dkkW (€, K)W(r K)E, (-k*0t”)

20
Agora, analisaremos a( sglugio que emerge da
Equagio 1 devido a presenga de forca externa
F(r)=-kr+%r¢, com &€ = -1-6, a condi¢io de
contorno p(eo,t)=0 e a  condigdo  inicial
o(r,0)=p(r). Para obter a solugio, expandimos
o(r,t) em termos de autofungdes, i.e., empregamos

K k0

pry=roe @73, 1)o,1)

(21)
com W, (r) (autofungio), determinado pela equagio
espacial @ (t) e obtido da equacio que envolve as
varidveis temporais. Depois de alguns célculos, ¢é
possivel mostrar que

wn(r):L(na)( Kkr % j
@+

K+ND

eraroen (i R

(s, @

(@+0p
7 N-17, (a) k{2+5
x!dé{ PELY [(2+ 70

(22)

@, (1) =

com g ={(x +D)/[(2+6)p]} -1, onde L(na) (X) sio
associados aos polinémios de
Laguerre A = (2+6)nk (veja Figuras 4 e 5). Este

resultado estende o resultado encontrado por
Metzler e Klafter (2000a) para uma forga externa
linear e para y=0 , #=1 e¢ 6 =0. Desta forma,
recuperamos a soluc¢io para o processo Rayleigh
apresentado por Gardiner (1996). Também ¢é
interessante notar que para este caso a solugio é
estaciondria igual ao usual. Em particular,
considerando para este caso o segundo momento,

para  simplificar, f=6e<r?> @=0 ¢
determinado  por <r 2> =2(vD + K WE, . (-2Kt7) 5

2

E,,(0)=)" x"IT(@an+pB) ¢ a
generalizada de Mittag-Leffler.

onde fungio

Resultados e discussao

Em resumo, investigamos as solugdes para uma
equagio de difusio fraciondria N-dimensional com
simetria radial. As solugbes que obtivemos para esta
equagio levam em conta virias situagdes, tais como a
auséncia de forgas externas, a presenga de forgas
externas, a presenca de varidveis espaciais e
temporais no coeficiente de difusio e condi¢oes

Acta Scientiarum. Technology

Maringi, v. 26, no. 2, p. 109-116, 2004



114

decontorno definidas em um intervalo finito ou
semi-infinito. Ressaltando a presenca da fungio de
Mittag-Leffler, que é uma extensio do usual da
exponencial, nas solugdes dependentes do tempo.
Em particular, a presenga desta fungio nas solugdes
que encontramos ¢ uma conseqiiéncia das mudancas
produzidas na densidade de probabilidade de tempo
de espera pela da derivada fracioniria e pela
dependéncia temporal no coeficiente de difusio.
Fato este que pode ser verificado com o uso do
formalismo de caminhantes aleat6rios (Weiss, 1994).
Através das figuras podemos observar, em
comparagio com o, caso usual, os efeitos de
empregarmos este tipo de operadores nas equagdes
de difusdo. Estes efeitos se manifestam tanto na
forma da distribui¢io (veja por exemplo a Figura 1)
quanto no espalhamento da distribuigio, que passa a
ter um comportamento diferente do usual. A dltima
consideragio pode ser diretamente verificada a partir
do segundo momento que foge do comportamento
usual.

1047 s~ T 6= 1/2 y=1/2
) Y 0=-1/2 y=1/2
4 \\\ 79: O y: 1
0.8
0.6 1
s |
0.4
0.2 1
0.0 —
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.

Figura 4. Comportamento de o(r,t) versus r para valores tipicos
de B¢ ) considerando, or simplicidade, t = 1.0, K =1, ¥ =0,
N =30 e o = 10
p(r0)=o(r-1)/r.

suyjeito  a  condi¢io  inicial

Na Figura 2, ilustramos os efeitos devido 2
presenga de um coeficiente de difusio que contém
uma dependéncia espacial além da derivada
fraciondria presente na equagio. Nesta figura, note
que temos, em compara¢io com o caso usual, uma
curva inferior correspondendo a §=-1/2 e outra

Gongalves et al.

superior correspondendo a #=1/2. As curvas para
estes dois valores de @ correspondem a um
processo superdifusivo e um processo subdifusivo
respectivamente. Lembrando que em um processo
superdifusivo temos um rdpido espalhamento do
sistema que esta se difundindo. Por outro lado, no
caso de um processo subdifusivo as particulas que
compdem o sistema se espalham mais lentamente
que um processo difusivo convencional. Observe
que os pontos de miximo tanto, na Figura 1 como
na Figura 2, sio devidos condi¢io inicial que é dada
ao sistema, outro fato que deve ser observando é que
as curvas dessas figuras correspondem 2a nossa
fungio de Green tomada em um determinado
tempo. Desta forma, cabe ressaltar que as curvas
deverdo evoluir no tempo modificando-se e sendo
absorvidas pela parede colocada em @ devido 2
condi¢gio de Dirichlet p(a,t) =0, imposta ao
problema. No caso da Figura 3, consideramos
apenas o efeito da presenga de um coeficiente que
depende da posi¢io na equagio de difusio. As curvas
correspondem respectivamente a um  processo
superdifusivo (#=-1/3), normal (6=0) ¢
subdifusivo (8 =1/3) para um determinado tempo,
conforme indicado mna figura. As situacoes
representadas nestas figuras nio possuem uma
solugio estaciondria, fato este devido a auséncia de
uma forga externa capaz de 2 confinar a distribuigio
o(r,t). Tal situagdo nio ocorre, por exemplo, no
caso em que temos uma for¢a externa do tipo
F=-kr+%r*?. E interessante observar que a
solucdo estaciondria para este caso ¢ igual solugio
que se obtém utilizando a equagio de difusio usual.
Nas Figuras 4 e 5, ilustramos o comportamento de
o(r,t), dado pela Equagio 21, levando em conta a

o(r0)=50(r-1/r**.  Mais
especificamente, na  Figura 4
comportamento de p(r,t) wversus

condi¢io  inicial
temos 0

I para alguns
valores tipicos dos pardmetros &, K, K, y, Ne

D . Na Figura 5, consideramos a evolugio temporal
de p(r,t) wversus I e conforme haviamos

mencionado acima a distribui¢io estaciondria para a
qual o sistema evolui é igual 2 obtida com a equagio
de difusio usual (veja Gardiner, 1996). Desta forma,
a derivada provoca uma relaxagio anémala em nossa
solucio até atingirmos a solucio estaciondria.
Situacio semelhante é verificada ao considerarmos a
equagio de difusio fraciondria unidimensional na
presenga de uma forga externa do tipo F(x) = —kx
(Klafter e Metzler, 2000a). Este rico cendrio,
conforme discutimos acima, nos possibilita a
descri¢io de uma série de fendmenos relacionados a
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processos  difusivos andmalos, particularmente
aqueles indicados por Hilfer (2000), Metzler e
Klafter (2000a) ¢ West et al. (2002) que se originam
por mudangas na distribuicio do tempo de espera
levando-nos a um comportamento tipico de um
formalismo que emprega derivadas fraciondrias.
Finalmente, esperamos que os resultados obtidos
aqui venham a ser tteis na investigagio de sistemas
que exibem difusio andmala.

0.8

0.6

p(r.0)

0.4

0.2

0.0 T T — T LI LI ;J;T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 5. Evolugio temporal de p(r,t) versus r considerando,
por simplicidade, y =1/2, 6=1/2, k=1, K =0, ¥=3.0¢
® = 1.0 sujeito a condigio inicial p(r,0) =o(r —1)/ rdt,
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