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RESUMO. Diferente dos modelos de regressio lineares, em que a qualidade e
principalmente a validade do ajuste sio simplesmente avaliadas por meio de diagndsticos de
regressio, no caso nio linear, além de diagndsticos usuais, outros procedimentos devem ser
seguidos. Esses procedimentos, particulares dos modelos de regressio nio lineares, sio tteis
na avaliagio da extensio do comportamento nio-linear. Modelos nio-lineares com
comportamento distante do comportamento linear podem ter seus resultados assintéticos
invalidados, principalmente em situagdes em que pequenas amostras sio disponiveis.
Considerando a importincia de se avaliar a extensio do comportamento nio-linear de
modelos de regressio nio-lineares, neste artigo sio apresentadas as principais medidas de
nio-linearidade discutidas na literatura. Em particular, consideram-se as Medidas de
Curvatura de Bates e Watts, a Medida de Vicio de Box, Estudo de Simulagio e Medidas de
Assimetria.

Palavras-chave: modelos de regressio nio linear, medidas de curvatura, medida de vicio, métodos de

simulagio, medidas de assimetria.

ABSTRACT. Considerations about nonlinear regression. Differently from linear
regression models, where the quality and validity of a proposed model are checked through
regression diagnostic methods, for nonlinear models, we should consider additional
diagnostic methods. These special diagnostic methods for nonlinear regression models
measure the nonlinearity amount of the proposed model. Nonlinear models with behavior
too difterent from linear models could invalidate the asymptotical results, used to get
interest inferences, especially in small-sized samples. In this paper, an overview of the main
nonlinearity checking methods is offered. In particular, Bates and Watts curvature
measures, Box bias measure, simulation methods use and some nonsymmetry measures are
focused.

Key words: nonlinear regression models, curvature measures, bias measure, simulation methods,

nonsymmetry measures.

Introdugao

Avaliar a possivel relagio entre uma varidvel
dependente com uma ou mais varidveis
independentes é uma das tarefas mais comuns em
anilise estatistica. Pode-se atingir este objetivo por
meio dos bem conhecidos modelos de regressio, os
quais se dividlem em duas classes distintas: os
lineares e os nio-lineares.

Dentre as muitas diferencas existentes entre essas
duas classes de modelos, a principal esti relacionada
as suas formulagdes. No caso linear, a partir de um
conjunto de observagdes, busca-se o modelo que
melhor explique a relacio, se existir alguma, entre as
varidveis inerentes a um dado fenémeno. Por
exemplo, se a resposta de interesse, usualmente

representada por y, depender de uma tnica varidvel
independente, x, a partir da representacio grafica de
x versus y, pode-se sugerir possiveis modelos. Na
presenca de vdrias varidveis independentes, uma
alternativa para o ajuste de um possivel modelo é
partir, inicialmente, de um modelo completo e
avaliar a qualidade do ajuste por meio de
diagnésticos de regressio (Belsley ef al., 1980; Cook
e Weisberg, 1982). A classe de modelos lineares é
bastante flexivel, uma vez que muitos modelos
podem ser formulados (Draper e Smith, 1981;
Seber, 1977). J4 no caso nio-linear, na maioria das
vezes, as formulacdes de possiveis modelos sio
baseadas em consideracdes tedricas inerentes ao
fendbmeno que se tem interesse modelar. Modelos
formulados desta forma sio chamados de modelos
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mecanisticos (Seber e Wild, 1989; Bates e Watts,
1988).

Neste artigo, sio apresentados os conceitos
fundamentais da classe dos modelos de regressio
nio-lineares. Os  problemas relacionados 2
estimagio, em particular no método de minimos
quadrados, propriedades assintéticas e conceitos de
nao-linearidade, também sio tratados. Resultados de
inferéncia estatistica nio sio apresentados ou
discutidos ao longo do artigo basicamente por dois
motivos: primeiro por nio fazer sentido falar em
inferéncias utilizando modelos nio-lineares, mesmo
que as suposi¢des bisicas usuais estejam satisfeitas,
antes da avaliagio da extensio do comportamento
nio-linear, que pode invalidar as inferéncias
assintéticas (previsdes, intervalos de confianga etc.);
segundo porque as inferéncias sio baseadas nos
mesmos principios dos modelos lineares.

Formulacao dos modelos de regressio nio-
lineares

Por definigio, um modelo de regressio é nio-
linear se pelo menos um dos seus parimetros
aparecem de forma nio-linear. Por exemplo, os
modelos:

E(y)=exp(0, +6,x), )
E(y)= e1 + e2 exp(—93x) > @)
E(y)=(6,+6,x)7", 3)

E(y)= (8, ~0,) '[exp(-0,%) + exp(-0,%)] (4
sio todos nio-lineares e o operado E(-) denota a
funcio esperanca ou funcio de regressio. No

modelo (1), os pardmetros 0, e 0, sio nio-
lineares. No modelo (2), 0, e 0, sio lineares
enquanto que 0 ¢ nio-linear. J4 nos modelos (3) e

(4), ambos os parametros 0, e 0, sio nio-lineares.

2

Um modelo de regressio nio-linear ¢
considerado “intrinsecamente linear” se este pode
ser reduzido a um modelo linear por meio de uma
reparametrizagio apropriada. Pode-se, ainda, usar o
termo “intrinsecamente linear” para referir-se a
modelos que podem ser linearizados via alguma
transformagio. Por exemplo, aplicando-se logaritmo
em ambos os membros da equagio (1) pode-se
reduzi-la 2 forma linear. Em geral, na pritica, um
modelo nio-linear ¢ linearizado para facilitar a
obtengio das estimativas dos parimetros. O
inconveniente de uma transformacio é que, além do
parimetro perder sua interpretagio intrinseca, pode-
se alterar a estrutura e distribuigio do erro, ou seja,
se os erros do modelo original satisfizerem as
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suposi¢oes usuais de normalidade, independéncia e
homogeneidade da variincia, os erros do mnovo
modelo, em geral, nio satisfario tais suposi¢oes
(Khuri e Cornell, 1987). Caso nio seja possivel obter
uma reparametrizagio ou uma transformagio
apropriada, que reduza o modelo a forma linear,
tem-se os chamados modelos “intrinsecamente nio-
lineares”.
O método de minimos
quadrados

O método de estimagio por minimos quadrados
¢ usado na andlise de dados em que as observagbes

estimaciao por

sdo constituidas por varidveis resposta y; obtidas em

diferentes niveis da varidvel independente X,
(i=1,..,n). Assume-se que a relagio variivel
resposta/variivel independente pode ser
adequadamente representada por uma equagio da
forma:

y=f(x;0)+e )

emque Y = (YI""’yn )t e X = (Xl,...,Xn )t sa0
os vetores de varidveis resposta e varidvel explicativa,
respectivamente, 0 = (6, ,...,9p )' é o vetor de
desconhecidos,
f(x;0) = (f(X1 ;0),...,f(x, ;9))l e uma fungio

das varidveis regressoras e dos parimetros chamada
de fungio esperanga ou fun¢io de regressio e

parametros

t o, L.
€= (81,...,8“) é o vetor de erros aleatérios. Em

geral, por motivos de inferéncia, assume-se que os
erros sio varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, normais com média 0 e

Al - 2
variancia constante O In , €m que In representa a

matriz identidade de ordem n.

Considerando que a fungio esperanca é continua
e admite derivadas de primeira e segunda ordens
com relagio aos parimetros, define-se a soma de
quadrados dos erros de (5) por

N 2
S(8)=>[y, - f(x,:0)] . (6)
pu
Pode-se notar que apds a realizagio de um dado
experimento  (X,,Y,), sio observacdes fixas e
conhecidas, portanto S(0) depende exclusivamente
de 0. Denota-se por O os estimadores de mfnimos
quadrados de @, ou seja, os valores de O que
S(0). Para determinagio dos

estimadores de minimos quadrados ©

minimizam

deve-se
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derivar (6) com relagio a cada GJ. (G=1,..,p).

Procedendo desta forma, determina-se p equagoes,
chamadas de equag¢des normais ou homogéneas, que
sdo especificadas por:

u _ . of (x,;0)
E[Yi f(x;50)] —aej A

=0
e quando 5f(Xi;9)/5ej nio depender de 0, ou

=0, ™)

2 2 _ .
of (Xi;e)/aej =0, tem-se as equagdes normais
de um modelo de regressio linear. Para fungdes
esperanga nio-lineares, @ estard presente em pelo
menos uma das derivadas parciais de f(x;;0). Em

modelos multiparamétricos, as solugbes das
equagdes normais podem ser extremamente dificeis
de serem obtidas e algum método iterativo de
resolucio de equagdes normais nio-lineares deve ser
utilizado na maioria dos casos (Bates e Watts, 1988;
Ratkowsky, 1990).
A obtencao das estimativas de minimos
quadrados

Virios métodos iterativos sio propostos na
literatura para obtengio das estimativas de minimos
quadrados dos parimetros de um modelo de
regressio nio-linear. Os mais utilizados sio o
método de Gauss-Newton ou método da
linearizagio, o método Steepest-Descent ou método do
gradiente ¢ o0 método de Marquardt (Bates ¢ Watts,
1988). Esses métodos fazem uso das derivadas
parciais da fungio esperanga f(X;;0) com relagio a
cada parimetro. Essa caracteristica pode restringir
suas aplicagdes, uma vez que, em geral, a funcio
esperanga é bastante complexa. Uma alternativa é
calcular as derivadas numericamente, como, por
exemplo, através de diferengas finitas (Hartmann,
1994) ou usar o método chamado D.U.D. (doesn't use
derivatives), desenvolvido por Ralston e Jennrich
(1978). O método D.U.D é bastante similar ao
método de Gauss-Newton, exceto pelo fato de nio
exigir a especificacio das derivadas parciais da funcio
esperanca. A grande maioria dos softwares
estatisticos possuem rotinas com a implementacio
desses métodos, sendo que os mesmos produzem
estimativas bastante similares e, em geral, sio de
ripida convergéncia (Bates e Watts, 1988). E
evidente que a rapidez na convergéncia depende da
complexidade do modelo em estudo e,
principalmente, da qualidade dos valores iniciais,
necessirios em qualquer método iterativo.
Ratkowsky (1983) discute procedimentos para
obtengio de bons valores iniciais para algumas
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classes de modelos (modelos de crescimento,
modelos de regressio assintdticos etc.). Lawton e
Silvestre (1971) introduziram um método através do
qual valores iniciais s30 necessirios apenas para os
parimetros que aparecem de forma nio-linear. Esse
procedimento restringe-se a0s modelos
“parcialmente nio lineares”. Outra alternativa para
obtengio de bons valores iniciais é supor que os
parimetros estio compreendidos em um dado
intervalo e a partir de virias combinagdes calcula-se
a soma de quadrados dos erros. A combinagio que
resultar em menor soma de quadrados pode, entio,
ser usada como estimativas iniciais razodveis. Um
inconveniente nesse procedimento é que o tempo
computacional pode ser bastante elevado,
principalmente se o modelo for especificado a partir
de muitos parimetros.

Como observagio, esses métodos de obtengio
das estimativas de minimos quadrados nio-lineares
estio  disponiveis no  procedimento = NLP
(NonLinear Programming) do software SAS
(Statistical Analysis System) (Hartmann, 1994).

Algumas  propriedades assintéticas  dos
estimadores de minimos quadrados
Considerando como verdadeiras as suposi¢des de
que os erros, em (5), sio wvaridveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas, normais

com média zero e varidncia constante G, pode-se
fazer certas consideracdes a respeito dos estimadores
de minimos quadrados. A validade dessas suposi¢des
podem ser avaliadas através dos chamados
diagnésticos de regressio.

Em modelos de regressio lineares, os
estimadores de minimos quadrados sio nio-
viciados, normalmente distribuidos, e ainda
possuem varidncia minima possivel entre qualquer
outra classe de estimadores. Essas propriedades sio
aceitas como as melhores propriedades que uma
classe de estimadores podem apresentar (Searle,
1971). Podem existir outros estimadores, também
nao viciados, mas esses sio menos eficientes no
sentido de suas varidncias excederem a variincia dos
estimadores de minimos quadrados.

J4 no caso nio-linear, essas propriedades somente
sdo vilidas assintoticamente, isto ¢é, quando o
tamanho da amostra ¢ suficientemente grande. Em
geral, em pequenas amostras, essas propriedades sio
desconhecidas (Jennrich, 1969).

Segundo Ratkowsky (1983), o tamanho da
amostra necessirio para os resultados assintdticos
terem validade depende fundamentalmente do
modelo em estudo. Pode existir modelos que,
mesmo com amostras consideradas muito grandes,
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os resultados assintSticos nio sio vélidos.
Entretanto, afirma-se que, 2 medida que o tamanho
da amostra aumenta, os resultados assintéticos vao se
tornando mais aplicdveis. Quando os estimadores de
minimos quadrados apresentarem um pequeno
vicio, distribuigio préxima da normal e verdadeiras
varidncias préoximas daquelas dadas pela matriz de
variincias-covariincias assint6tica (Seber e Wild,
1989) pode-se afirmar que os estimadores de
minimos quadrados exibem um comportamento
préximo do comportamento linear. Quanto mais
proximo do linear for o comportamento de um
modelo, mais precisos serdio os resultados
assintéticos e, conseqiientemente, mais confiiveis
serdo as Inferéncias. Avalia-se a extensio do
comportamento  nio-linear através das bem
conhecidas medidas de n3o-linearidade.

A seguir, ¢é apresentada uma aproximagio linear
da fungio esperanca, na qual baseiam-se os
resultados assintticos de regressio nio-linear. E
apresentado, também, o algoritmo de Gauss-
Newton, o qual é um dos métodos mais utilizados
para obtengio de estimativas de minimos quadrados
nio-lineares.

Aproximacao linear

Para facilitar a compreensio dos resultados
apresentados a seguir, considera-se a seguinte
notagao:

£(0) = (,(x,;0),....f, (x,:0))",

F(0) = of(0) _ of; (x;:0) ,
00" 00
F=F@®").

Como comentado anteriormente, os resultados
em regressio nio-linear somente sio vilidos
assintoticamente, sendo esses baseados em uma
aproximagio linear, de primeira ordem, em série de

Taylor da funcio esperanca em torno de uma
.. * .
vizinhanga de O (considere 0" como sendo o

verdadeiro valor do parimetro 0 ). Essa aproximagio
linear é dada por:

£(x,:0) ~ £(x,:0) + 3| LX) | g gy, (8)
00 0
0=0
ou, em nota¢io matricial:
f(0)~f(0)+FO-0") )
Usando (8), pode-se escrever a soma de
quadrado dos erros, definida em (6), na forma:
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S@®) =[y-f(®][y-£(®)]

=ly-f@f

10
~y-1@")-Fo-0") ()
=[z-F@)",

z=y—£0)=0 ¢ P=0-0".

Utilizando propriedades de modelos lineares, tem-se

em que,

que (10) serd minimizada quando B for dada por:

B=(F'F)'F'z (1)
Quando o tamanho da amostra n for

suficientemente grande e sob certas condigoes de

regularidade (Seber e Wild, 1989), é estard quase
certamente em uma vizinhanga de 0°. Assim,
0-0" =~ ﬁ c0-0"~ (FIF)71F18 . Além disso,
de (10) com 6 = 9 , tem-se:
£f(0)—f(0")~F(O-0")

~F(F'F)"'F'e (12)
=P.0
€
y—1(®)~y-f(0")-F(©6-0")
~eg—P.e (13)
=, - Py,

em que P; =F(FtF)71Ft e I, -P. ¢ uma
matriz simétrica e idempotente (Graybill, 1983).
Consequentemente, usando (12) e (13) tem-se:

(n—p)s’ =S(B)
=ly-1®)]

(14)
<[, - P
=g'(I, - P)e,
¢,
f(0)—f(0")| =~ “F(é -0
=(0-0")'F'FO-0") (15)
~[Pee]
=¢'P.e.

Portanto, usando (14) e (15) obtém-se:
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SO )-S(0)~0'0—-0'(1, —P,)0
=¢g'P.e
~(0-0")'FFO-0).
Teorema 1. Dado que & ~ N(0,6°1,), sob certas

condices de regularidade (Seber e Wild, 1989) e n
suficientemente grande, tem-se aproximadamente os
seguintes resultados:

@) 0 ¢ s’= S(é) /(n—p) sio estimadores
consistentes de 0 ¢ G’ respectivamente;

(ii) 0-0" ~ Np(O,Gchl), em que
C=F'F=F'(0)F(0);

(iii) (n-p)s’ /o” ~&'(1, = Pp)e/c” ~ i

. A 2 .. .
(iv) O ¢ S” sio estatisticamente independentes.

O método de Gauss-Newton

2

Suponha que 0™ ¢ uma aproximagio da
estimativa de mfnimos quadrados, @ do modelo (5).

Para © préximo de 0™, ¢ considerando
novamente uma expansio em série de Taylor, de
primeira ordem, da funcio esperanga como em (8),
tem-se:

f(xi;e)zf(xi;e(a))+i|:af(xi;e):i (9] _ega)): (16)
Al 00, oo

ou, em notagao
£f(0) ~f(0“)+F(0-0v).

Definindo 1(0) como sendo um vetor de

matricial

residuos pode-se escrever:
r(0) =y —-f£(0)
Xy -— f(e(a)) —F® (e _ e(a))
=r(0@)-F“(©-0").
Substituindo I' (O)r(6) em S(B) obtém-se:
S(8) ~r'(0“)r(8") - 2r' (0 )F (8 -0”) + (8-0“) F''F¥ (0 -0)
Portanto, S(0) serd minimizada quando:

a 1 a
0-6“ = [F‘( )F(")I Fr0®) (17)

Assim, devido a aproximagio 0@, a préxima
aproximagio é dada por:

(@) L@
¢ =0 + [F‘ F(a)T F'r(0™), (8
resultando no processo iterativo conhecido como

Método de Gauss-Newton ou método da
linearizacio.
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. . a
Iniciando (18) com algum valor 0% o processo
continua até a convergéncia, que ocorre quando

‘ewl) _g®

por exemplo, 0 =1e—10.
Apesar do método de
numericamente  estivel, este
problemas, como, por exemplo:
- A convergéncia pode ser lenta se uma grande
precisio for exigida;

<9d, em que d ¢ algum valor fixo,

Gauss-Newton ser
pode apresentar

- amatriz F® pode ser singular ou tornar-se

singular durante o processo iterativo;

- a convergéncia pode ser para um minimo

local e nio para o minimo global.

Uma caracteristica interessante do método de
Gauss-Newton ocorre quando a fungio esperanga ¢é
linear. Nesse caso, o processo converge em uma
Unica iteragio, partindo-se de qualquer valor inicial
(Ratkowsky, 1983).

Além do método Gauss-Newton, Marquardt e
D.U.D,, as estimativas de minimos quadrados
podem ser obtidas ainda por meio de outros
métodos de otimizagio, como, por exemplo, o
Método  Simplex Nelder-Mead, Método de
Otimizagio Quadritica, Método do Gradiente
Conjugado, Método Newton-Raphson, Método
Newton-Raphson Ridge. Entretanto, os métodos
Gauss-Newton, Marquardt e D.U.D. sio especificos
para problemas de minimos quadrados nio-lineares
(Hartmann, 1994).

Medidas de nao-linearidade

Expressdes usadas para avaliar a adequabilidade
da aproximacio linear e seus efeitos nas inferéncias
sdo conhecidas na literatura como medidas de nio-
linearidade. Uma das primeiras tentativas relevantes
no sentido de quantificar o comportamento nio-
linear de um modelo de regressio nio-linear foi
apresentada por Beale (1960), que propds quatro
medidas. De acordo com Guttman e Meeter (1965),
essas medidas ndo devem ser usadas na prética, uma
vez que elas tendem a subestimar a verdadeira nio-
linearidade (Bates e Watts, 1980).

Mais recentemente, Box (1971) propds uma
férmula para estimar os vicios dos estimadores de
minimos quadrados de um modelo de regressio
univariado. Gillis e Ratkowsky (1978), via simulagio,
conclufram que a medida de vicio de Box nio s6
estima o vicio de maneira correta, mas também
fornece uma boa indicac¢io da extensio do
comportamento nio-linear do modelo. Bates ¢ Watts
(1980) apresentaram novas medidas de nio-
linearidade baseadas no conceito geométrico de
curvatura. Eles provaram que a nio-linearidade de
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um modelo pode ser decomposta em duas
componentes: a no linearidade intrinseca, associada
A curvatura do espaco de estimagio (Beale, 1960) ¢ a
nio-linearidade devida ao efeito de parimetros.

Na préitica, a medida de vicio de Box e as
medidas de curvatura de Bates e Watts sio as
ferramentas mais utilizadas na avaliagio da nio-
linearidade de um modelo de regressio nio linear,
podendo, também, ser usadas em problemas de
discriminagio, uma vez que o melhor modelo
possivel, dentre todos os propostos, pode ser
considerado como aquele que apresenta o
comportamento mais préximo do comportamento
linear (Ratkowsky, 1983).

Dentre as muitas vantagens em se buscar
modelos com comportamento  préximo  do
comportamento linear, podem-se citar algumas:

- as estimativas de minimos quadrados podem

ser facilmente obtidas;

- os estimadores sio aproximadamente nio-
viciados, normalmente distribuidos com
varidncia minima, mesmo em pequenas
amostras;

- os valores de previsdes sio mais precisos;

- os métodos iterativos convergem mais
rapidamente;

- os estimadores tém propriedades similares as
propriedades 6timas de modelos lineares.

Segundo  Ratkowsky (1990), o principio
conhecido como Ochham’s Razor fornece uma base
16gica para os modelos nio-lineares uma vez que,
em geral, modelos mais complexos provavelmente
apresentario maior extensio niao-linear que modelos
mais simples.

Medida de vicio de Box
Box (1971) propds uma estatistica para avaliar o
vicio dos estimadores de minimos quadrados dos
parimetros de um modelo de regressio nio-linear
univariado, dada por:
2

Vicio(®) =~ | Y F@OF' ©) SR@)

traco

i F(0)F ' (0)

-1

H(®) |, (19)

em que F(0) ¢ o vetor (p x 1) de primeiras
derivadas de f(X,;0), também chamado de vetor

velocidade e H(O) ¢ uma matriz (p x p) de
segundas derivadas com relagio a cada elemento de

0.
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Na pritica, para o cilculo de (19), usa-se 0 ¢ 6’
como sendo os verdadeiros valores de O e Gz,
respectivamente. Desta forma, o vetor (p x 1),
determinado em (21), representa a discrepincia
entre as estimativas dos parimetros e seus
verdadeiros valores. E comum expressar o valor da
estimativa do vicio em porcentagem, ou seja,

% Vicio(0) = 100V1Ac10(6) . 20)

Considera-se vicios acima de 1%, em valor
absoluto, como um indicador do comportamento
nio-linear do modelo. A importincia em se avaliar
os vicios reside no fato deles indicarem qual ou quais
parimetros do modelo sio os maiores responsiveis
pelo comportamento distante do comportamento
linear. Uma vez conhecidos esses parimetros, pode-
se buscar por uma reparametrizagio que possa
reduzir a nio-linearidade. O vicio da nova
parametrizagio pode ser avaliado por meio de outra
estatistica (Box, 1971).

Seja ¢ =g(0), isto é, o novo parimetro ¢ ¢é

uma funcio de um ou mais elementos de

ej, (j=1,...,p) . Box (1971) mostrou que:
Vicio() = G'(0) Vicio(0) + %

trago

[M(8) Cov(B)], @1)

em que G(0) é o vetor (p x 1) de primeiras

derivadas e M(0) ¢é a matriz (p x p) de segundas
derivadas de G(0), com relagio a cada ej, (G(0)

e M(0) calculadas em é ), e Cov(é ) é a matriz de

variAncias-covaridncias assintética de @ dada por

G6’[F'(B)F(0)]"'. De manecira similar, pode-se
obter a matriz de variincias-covariincias de ¢ a

partir da matriz de varidncias-covariincias de 0,
ficando esta representada pela seguinte expressao:
Var(¢) =trago[G ' (0)G(0) Cov(0)] (22)

Além da medida de vicio proposta por Box
(1971), também sio citados na literatura os trabalhos
de Cox e Snell (1968), Clarke (1980), Amari (1982)
e Hougaard (1985). Cook e Goldberg (1986),
porém, mostraram que todas as medidas propostas
para o cilculo de vicio produzem basicamente
resultados idénticos.
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Medidas de curvatura de Bates e Watts

Usando conceitos de geometria diferencial, Bates
e Watts (1980, 1981) estenderam as idéias de Beale
(1960) ¢ desenvolveram medidas de nio-linearidade
baseadas no conceito geométrico de curvatura. Essas
medidas independem de mudancas na escala dos
parimetros ou dos dados, podendo ser usadas para
comparar diferentes conjuntos de observagdes como
também diferentes parametrizagdes (Seber e Wild,
1989).

Bates ¢ Watts provaram que a nio-linearidade de
um modelo pode ser decomposta em duas
componentes: a nio-linearidade intrinseca (IN) e a
nio-linearidade devida ao efeito de parimetros (PE).
A nio-linearidade intrinseca (IN) mede a curvatura
do espago de estimagio no espago amostral, em que
o termo espago de estimagio se refere a todas as
possiveis solucdes do problema de minimos
quadrados. A solucio de minimos quadrados é o
ponto no espago de estimagio que se encontra mais
préximo do vetor de varidveis resposta. Em um
modelo de regressio linear, a medida (IN) é nula,
uma vez que o espago de estimagio é uma reta, um
plano ou um hiperplano. Em um modelo nio-linear
o espago de estimagio é curvilineo, e (IN) mede a
extensio dessa curvatura. Bates e Watts (1980) e
Ratkowsky (1983) concluiram que, na maioria dos
modelos nio-lineares de interesse pritico, a medida
(IN) geralmente é pequena. Isso significa que, se um
modelo nio-linear apresentar um comportamento
distante do comportamento linear, essa nio-
linearidade é devida, principalmente, ao efeito de
parimetros. Entdo, uma reparametrizagio torna-se
importante. Como a forma do espago de estimagio
independe da parametrizagio, o processo de
reparametrizacio nio altera o wvalor de (IN).
Segundo Ratkowsky (1983), modelos com curvatura
intrinseca significativa possuem pouco interesse
prético, sendo vidvel buscar-se modelos alternativos.
Avalia-se a significincia estatistica de (IN) e (PE)

comparando seus valores com 1/ 2\/F , em que F
o

= F p.n-p
distribui¢io F com p e (n-p) graus de liberdade.

A nio-linearidade devida ao efeito de parimetros
é consequéncia da falta de uniformidade do sistema
de coordenadas no espaco de estimagio. No caso
linear, as linhas paramétricas sio retas paralelas. A

é o valor critico obtido a partir de uma

medida (PE) é uma quantidade escalar que
representa o méiximo valor do efeito da
parametrizacio, obtida a partir de um vetor

tridimensional chamado vetor aceleragio. Em um
modelo linear, a matriz aceleracio é formada de
zeros, resultando, assim, em (PE) igual a zero.
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Em um modelo nio-linear com um dado valor
de (IN), o valor de (PE) aumenta 2 medida que o
seu comportamento se afasta do comportamento
linear, uma vez que (PE) mede a extensio do
comportamento nio-linear causado pela
parametrizagao.

Além das medidas de Bates ¢ Watts, existem
medidas de curvatura para subconjuntos de
parimetros, desenvolvidas por Cook e Goldberg
(1986). Essas medidas sio obtidas para todos os
parimetros do modelo e, desta forma, indicam qual
ou quais parimetros necessitam de uma
reparametriza¢io. Experiéncias priticas tém revelado
que a obtengio dessas medidas requer um
considerdvel esfor¢o computacional (Ratkowsky,
1990), podendo ser substituidas pela medida de vicio
de Box, uma vez que esta também revela quais
parimetros sio os maiores responsiveis pelo
comportamento distante do comportamento linear.
Uma outra maneira de se avaliar a extensio do
comportamento nio-linear é por
chamados profile t-plots, profile traces plots e profile pair
sketches  plots  (Bates e Watts, 1988). Segundo
Ratkowsky (1990), os profile t-plots revelam
graficamente a  extensio da nio-linearidade
individualmente para cada parimetro, e os profile
traces plots fornecem informacdes de como os
parimetros interagem. O Profile pair sketches plots por
sua vez, ¢ um método computacionalmente simples
para obtencio de regides de verossimilhanga (Bates e
Watts, 1988). Outras medidas de nio-linearidade
também sio discutidas na literatura, por exemplo,
Linssen (1975) sugeriu modificagdes nas medidas
propostas por Beale (1960) e Williams (1962) propds
uma medida de nio-linearidade fundamentada na
razio pela qual os algoritmos
aproximagdes lineares convergem.

meio dos

baseados em

Estudo de simulacao

As medidas de curvatura de Bates e Watts (1980)
sdo as medidas usadas para avaliar a nio-linearidade
intrinseca e a nao-linearidade devida ao efeito de
parimetros em modelos de regressio nio-lineares.
Se a nio-linearidade intrinseca (IN) for pequena,
nio significativa, pode ser que a nio-linearidade,
devido ao efeito de parimetros (PE) seja alta,
significativa, entido, uma reparametrizacio muitas
vezes pode reverter esse fato.

A medida de efeito de parimetros (PE), apesar de
ser uma medida de nao-linearidade, nio oferece
nenhuma estratégia para possiveis reparametrizagdes,
uma vez que, em situagdes multiparamétricas, esta
nio indica qual ou quais parimetros sio 0os maiores
responsiveis pelo comportamento nio-linear do
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modelo. Em tais situacdes, a medida de vicio de Box
(1971) é bastante importante. No entanto, se o
tamanho da amostra nio for suficientemente grande,

o vicio de (-)j pode nio ser uma boa medida e,

possivelmente, & [F'(0)F(0)]”" subestima a
verdadeira variincia.

Como alternativa, Ratkowsky (1983) propde um
método baseado em simulagées de n observagoes
experimentais M vezes. Esse procedimento pode ser
extremamente tGtil na verificagio das propriedades
assintdticas dos estimadores de minimos quadrados,
sem a necessidade do cilculo das medidas de
curvatura de Bates ¢ Watts ou do vicio de Box.

Para investigar as propriedades dos estimadores
de um particular modelo deve-se, inicialmente,
obter as estimativas dos parimetros ¢ a estimativa da
varidncia residual. Considerando essas estimativas
como sendo os verdadeiros valores dos parimetros,
500 ou preferivelmente 1000 conjuntos de
observacdes de tamanho n sio gerados a partir do
modelo

y; =f(x;;0)+3,, (23)
em que, O, sio varidveis aleatorias independentes ¢

identicamente distribuidas N (0,6 2) .

Para cada amostra simulada, deve-se obter as
estimativas dos parimetros O (m=1,...,M)
para o modelo y; = f(X;;0)+¢,.

Desta forma, a distribui¢io dos estimadores pode
ser examinada usando-se testes formais (Seber e
Wild, 1989 ou Ratkowsky, 1983), ou por meio de
histogramas de frequéncia para cada parimetro.
Histogramas revelam facilmente o comportamento
nio normal dos estimadores, uma vez que um
histograma assimétrico ¢ uma forte evidéncia da falta
de normalidade.

Alguns testes usados para examinar = as
distribuicoes marginais dos parimetros - uma vez
que se analisar a distribui¢io conjunta - pode
apresentar alguns problemas mesmo para casos mais

simples, os quais sio apresentados em Ratkowsky
(1983).

Medidas de assimetria

Utilizando as idéias propostas por Lowry e
Morton (1983), Morton (1987), Ratkowsky (1983)
discute outras medidas de vicio e de nio-linearidade,
as quais também sio baseadas em simulagdes.
Segundo ecle, essas novas medidas tém se mostrado
ferramentas bastante dteis na avaliagio do vicio dos
estimadores de minimos quadrados de um modelo

Mazucheli e Achcar

de regressio nio linear univariado. Essas medidas
sdo apresentadas a seguir.

Considera-se um modelo de
usualmente escrito na forma:

y; = 1(x;;0) +¢;, (24)

regressao

em que f(X;;0) pode ser linear ou nio-linear nos
pardmetros. Assumindo que 0 ¢ conhecido, pode-se
simular uma série de €, independentes e
identicamente distribuidos, normais, com média

A 2
zero e variincia constante 6~ . Uma vez que os erros
sio simétricos e em torno de zero, existem, na
verdade, dois modelos que podem ser simulados, ou
seja,
+ .A _ A

yi =f(x;;0)+g ey =f(x;;0)-¢,

+ - . .o, . .
em que Y, e Y, sio as i-ésimas respostas obtidas

somando-se e subtraindo-se &, respectivamente,
cujas estimativas de minimos quadrados serio

denotadas por é+ e é_ , respectivamente.
No caso linear, segundo Ratkowsky (1983), para

cada parametro 0 j tem-se que:
N+ —/OF
(67 -0,)=(6; -6)). (25)
Geometricamente, as estimativas 9} € 9} si0

simétricas em torno do verdadeiro valor do
parimetro. No caso nio-linear esse fato, em geral,
nao € verdade e, desta forma, a estatistica:

© —0,)+(6; -0))
2

pode ser wusada como uma medida do
comportamento nio-linear dos estimadores dos
parimetros. Uma vez que a distribui¢io dos

¥i(07.67) = : (26)

N+ A= ~ - qa .- .
ej e ej sdo idénticas, segue que:

E(y,)=E®; -0,)=E(®; -0,) = Vicio(d,). (27)
Substituindo (26) em (27), tem-se que em um
modelo linear a esperanga e a variincia sio iguais a

zero. Para o caso nio-linear, a variincia de v, é
dada por:

1 A1 A1 AL oA
Var(y;) = Zvar(@j )+Zvar(9j )+Ecov(9j ,07)> (28)

2

e o coeficiente de correlagio entre e} € ej_ é
definido por:

AoA
cov(0;,0)

\/V3r(éj+ ) \/mr(éj" ) .

Corr(07.,0;) = (29)
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No caso de modelos lineares, Corr(éj*,éj’) é

igual a -1 e, no caso  nio-linear,

~1<Corr(8;,0;) <1,

sendo  que, para

A+ Q- L.
COI’I‘(Gj ,ej) proximo de -1, tem-se modelos

com comportamento préximo do comportamento
linear.

Discussao

Diferente da classe dos modelos de regressio
lineares, em que a validade das inferéncias sio
avaliadas principalmente por meio de diagndsticos
de regressio, no caso nio-linear, além de
diagnésticos  usuais, deve-se, também, avaliar a
extensdo do comportamento nio-linear do modelo
adotado. Diagnésticos usuais de regressio sio
ferramentas bastante conhecidas na literatura e
utilizadas por estatisticos ou usudrios que utilizam
da estatistica para melhor entender seus problemas.
Por outro lado, medidas de nio linearidade, em
principio, nio sio tio conhecidas, e requerem algum
esfor¢o extra nas suas obtengdes. Neste artigo,
considerando a importincia de se avaliar a extensio
do comportamento nio-linear de modelos de
regressao nao-lineares, procurou-se apresentar, sem
a pretensio de ser exaustivo, as principais
ferramentas discutidas na literatura de regressio nio-
linear. Dentre algumas medidas apresentadas, citam-
se as de curvatura de Bates e Watts, a medida de
vicio proposta por Box (Box, 1971), métodos de
simulagio e medidas de assimetria. Apesar da
auséncia de alguma aplicagio pritica, os conceitos
apresentados neste artigo podem ser de grande
interesse, principalmente para pesquisadores e
usudrios de métodos estatisticos. Mazucheli (1995),
Mazucheli e Achcar (1997), sob o ponto de vista
clissico ¢ bayesiano, apresentam uma série de
aplicagbes para alguns modelos nio-lineares de
crescimento sigméide.
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