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RESUMO. Diferente dos modelos de regressão lineares, em que a qualidade e 
principalmente a validade do ajuste são simplesmente avaliadas por meio de diagnósticos de 
regressão, no caso não linear, além de diagnósticos usuais, outros procedimentos devem ser 
seguidos. Esses procedimentos, particulares dos modelos de regressão não lineares, são úteis 
na avaliação da extensão do comportamento não-linear. Modelos não-lineares com 
comportamento distante do comportamento linear podem ter seus resultados assintóticos 
invalidados, principalmente em situações em que pequenas amostras são disponíveis. 
Considerando a importância de se avaliar a extensão do comportamento não-linear de 
modelos de regressão não-lineares, neste artigo são apresentadas as principais medidas de 
não-linearidade discutidas na literatura. Em particular, consideram-se as Medidas de 
Curvatura de Bates e Watts, a Medida de Vício de Box, Estudo de Simulação e Medidas de 
Assimetria. 
Palavras-chave:  modelos de regressão não linear, medidas de curvatura, medida de vício, métodos de 

simulação, medidas de assimetria. 

ABSTRACT. Considerations about nonlinear regression. Differently from linear 
regression models, where the quality and validity of a proposed model are checked through 
regression diagnostic methods, for nonlinear models, we should consider additional 
diagnostic methods. These special diagnostic methods for nonlinear regression models 
measure the nonlinearity amount of the proposed model. Nonlinear models with behavior 
too different from linear models could invalidate the asymptotical results, used to get 
interest inferences, especially in small-sized samples. In this paper, an overview of the main 
nonlinearity checking methods is offered. In particular, Bates and Watts curvature 
measures, Box bias measure, simulation methods use and some nonsymmetry measures are 
focused. 
Key words:  nonlinear regression models, curvature measures, bias measure, simulation methods, 

nonsymmetry measures. 

Introdução 

Avaliar a possível relação entre uma variável 
dependente com uma ou mais variáveis 
independentes é uma das tarefas mais comuns em 
análise estatística. Pode-se atingir este objetivo por 
meio dos bem conhecidos modelos de regressão, os 
quais se dividem em duas classes distintas: os 
lineares e os não-lineares. 

Dentre as muitas diferenças existentes entre essas 
duas classes de modelos, a principal está relacionada 
as suas formulações. No caso linear, a partir de um 
conjunto de observações, busca-se o modelo que 
melhor explique a relação, se existir alguma, entre as 
variáveis inerentes a um dado fenômeno. Por 
exemplo, se a resposta de interesse, usualmente 

representada por y, depender de uma única variável 
independente, x, a partir da representação gráfica de 
x versus y, pode-se sugerir possíveis modelos. Na 
presença de várias variáveis independentes, uma 
alternativa para o ajuste de um possível modelo é 
partir, inicialmente, de um modelo completo e 
avaliar a qualidade do ajuste por meio de 
diagnósticos de regressão (Belsley et al., 1980; Cook 
e Weisberg, 1982). A classe de modelos lineares é 
bastante flexível, uma vez que muitos modelos 
podem ser formulados (Draper e Smith, 1981; 
Seber, 1977). Já no caso não-linear, na maioria das 
vezes, as formulações de possíveis modelos são 
baseadas em considerações teóricas inerentes ao 
fenômeno que se tem interesse modelar. Modelos 
formulados desta forma são chamados de modelos 
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mecanísticos (Seber e Wild, 1989; Bates e Watts, 
1988).  

Neste artigo, são apresentados os conceitos 
fundamentais da classe dos modelos de regressão 
não-lineares. Os problemas relacionados à 
estimação, em particular no método de mínimos 
quadrados, propriedades assintóticas e conceitos de 
não-linearidade, também são tratados. Resultados de 
inferência estatística não são apresentados ou 
discutidos ao longo do artigo basicamente por dois 
motivos: primeiro por não fazer sentido falar em 
inferências utilizando modelos não-lineares, mesmo 
que as suposições básicas usuais estejam satisfeitas, 
antes da avaliação da extensão do comportamento 
não-linear, que pode invalidar as inferências 
assintóticas (previsões, intervalos de confiança etc.); 
segundo porque as inferências são baseadas nos 
mesmos princípios dos modelos lineares. 
 
Formulação dos modelos de regressão não-
lineares 

Por definição, um modelo de regressão é não-
linear se pelo menos um dos seus parâmetros 
aparecem de forma não-linear. Por exemplo, os 
modelos: 
E( ) exp( )y x= +θ θ1 2 ,      (1) 

)xexp()y( 321 θ−θ+θ=E ,      (2) 
1

21 )x()y( −θ+θ=E ,        (3) 

[ ])xexp()xexp()()y( 21
1

21 θ−+θ−θ−θ= −E  (4) 

são todos não-lineares e o operado )(⋅E  denota a 
função esperança ou função de regressão. No 
modelo (1), os parâmetros 1θ  e 2θ  são não-

lineares. No modelo (2), 1θ  e 2θ  são lineares 

enquanto que 3θ  é não-linear. Já nos modelos (3) e 

(4), ambos os parâmetros 1θ  e 2θ  são não-lineares.  
Um modelo de regressão não-linear é 

considerado “intrinsecamente linear” se este pode 
ser reduzido a um modelo linear por meio de uma 
reparametrização apropriada. Pode-se, ainda, usar o 
termo “intrinsecamente linear” para referir-se a 
modelos que podem ser linearizados via alguma 
transformação. Por exemplo, aplicando-se logaritmo 
em ambos os membros da equação (1) pode-se 
reduzi-la à forma linear. Em geral, na prática, um 
modelo não-linear é linearizado para facilitar a 
obtenção das estimativas dos parâmetros. O 
inconveniente de uma transformação é que, além do 
parâmetro perder sua interpretação intrínseca, pode-
se alterar a estrutura e distribuição do erro, ou seja, 
se os erros do modelo original satisfizerem as 

suposições usuais de normalidade, independência e 
homogeneidade da variância, os erros do novo 
modelo, em geral, não satisfarão tais suposições 
(Khuri e Cornell, 1987). Caso não seja possível obter 
uma reparametrização ou uma transformação 
apropriada, que reduza o modelo a forma linear, 
tem-se os chamados modelos “intrinsecamente não-
lineares”. 
 
O método de estimação por mínimos 
quadrados 

O método de estimação por mínimos quadrados 
é usado na análise de dados em que as observações 
são constituídas por variáveis resposta iy  obtidas em 

diferentes níveis da variável independente ix , 

).n,...,1i( =  Assume-se que a relação variável 
resposta/variável independente pode ser 
adequadamente representada por uma equação da 
forma: 

εθ += );(f xy          (5) 

em que y = ( ,..., )y yn
t

1  e x = ( ,..., )x xn
t

1  são 

os vetores de variáveis resposta e variável explicativa, 

respectivamente, t
p1 ),...,( θθ=θ  é o vetor de 

parâmetros desconhecidos, 

( )t
n1 );x(f),...,;x(f);(f θθθ =x  e uma função 

das variáveis regressoras e dos parâmetros chamada 
de função esperança ou função de regressão e 

ε = ( ,..., )ε ε1 n
t  é o vetor de erros aleatórios. Em 

geral, por motivos de inferência, assume-se que os 
erros são variáveis aleatórias independentes e 
identicamente distribuídas, normais com média 0 e 

variância constante n
2Iσ , em que nI  representa a 

matriz identidade de ordem n. 
Considerando que a função esperança é contínua 

e admite derivadas de primeira e segunda ordens 
com relação aos parâmetros, define-se a soma de 
quadrados dos erros de (5) por 

[ ]S y fi i
i

n

( ) ( ; ) .θ θ= −
=
∑ x 2

1

     (6) 

Pode-se notar que após a realização de um dado 
experimento ( , )xi iy , são observações fixas e 

conhecidas, portanto )(S θ  depende exclusivamente 

de θ . Denota-se por θ̂  os estimadores de mínimos 

quadrados de θ , ou seja, os valores de θ̂  que 
minimizam S( )θ . Para determinação dos 

estimadores de mínimos quadrados θ̂  deve-se 
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derivar (6) com relação a cada θ j  ).p,...,1j( =  

Procedendo desta forma, determina-se p equações, 
chamadas de equações normais ou homogêneas, que 
são especificadas por:  

0
);x(f

)];x(fy[
ˆ

n

1i j

i
ii =∑













∂θ
∂

−
=

=
θθ

θ
θ ,   (7) 

e quando ( ) ji ;xf θ∂∂ θ  não depender de θ , ou 

( ) 0;xf 2
ji

2 =θ∂∂ θ , tem-se as equações normais 

de um modelo de regressão linear. Para funções 
esperança não-lineares, θ  estará presente em pelo 
menos uma das derivadas parciais de );x(f i θ . Em 
modelos multiparamétricos, as soluções das 
equações normais podem ser extremamente difíceis 
de serem obtidas e algum método iterativo de 
resolução de equações normais não-lineares deve ser 
utilizado na maioria dos casos (Bates e Watts, 1988; 
Ratkowsky, 1990). 
 
A obtenção das estimativas de mínimos 
quadrados 

Vários métodos iterativos são propostos na 
literatura para obtenção das estimativas de mínimos 
quadrados dos parâmetros de um modelo de 
regressão não-linear. Os mais utilizados são o 
método de Gauss-Newton ou método da 
linearização, o método Steepest-Descent ou método do 
gradiente e o método de Marquardt (Bates e Watts, 
1988). Esses métodos fazem uso das derivadas 
parciais da função esperança );x(f i θ  com relação a 
cada parâmetro. Essa característica pode restringir 
suas aplicações, uma vez que, em geral, a função 
esperança é bastante complexa. Uma alternativa é 
calcular as derivadas numericamente, como, por 
exemplo, através de diferenças finitas (Hartmann, 
1994) ou usar o método chamado D.U.D. (doesn't use 
derivatives), desenvolvido por Ralston e Jennrich 
(1978). O método D.U.D é bastante similar ao 
método de Gauss-Newton, exceto pelo fato de não 
exigir a especificação das derivadas parciais da função 
esperança. A grande maioria dos softwares 
estatísticos possuem rotinas com a implementação 
desses métodos, sendo que os mesmos produzem 
estimativas bastante similares e, em geral, são de 
rápida convergência (Bates e Watts, 1988). É 
evidente que a rapidez na convergência depende da 
complexidade do modelo em estudo e, 
principalmente, da qualidade dos valores iniciais, 
necessários em qualquer método iterativo. 
Ratkowsky (1983) discute procedimentos para 
obtenção de bons valores iniciais para algumas 

classes de modelos (modelos de crescimento, 
modelos de regressão assintóticos etc.). Lawton e 
Silvestre (1971) introduziram um método através do 
qual valores iniciais são necessários apenas para os 
parâmetros que aparecem de forma não-linear. Esse 
procedimento restringe-se aos modelos 
“parcialmente não lineares”. Outra alternativa para 
obtenção de bons valores iniciais é supor que os 
parâmetros estão compreendidos em um dado 
intervalo e a partir de várias combinações calcula-se 
a soma de quadrados dos erros. A combinação que 
resultar em menor soma de quadrados pode, então, 
ser usada como estimativas iniciais razoáveis. Um 
inconveniente nesse procedimento é que o tempo 
computacional pode ser bastante elevado, 
principalmente se o modelo for especificado a partir 
de muitos parâmetros.  

Como observação, esses métodos de obtenção 
das estimativas de mínimos quadrados não-lineares 
estão disponíveis no procedimento NLP 
(NonLinear Programming) do software SAS 
(Statistical Analysis System) (Hartmann, 1994). 
 
Algumas propriedades assintóticas dos 
estimadores de mínimos quadrados 

Considerando como verdadeiras as suposições de 
que os erros, em (5), são variáveis aleatórias 
independentes e identicamente distribuídas, normais 

com média zero e variância constante 2σ , pode-se 
fazer certas considerações a respeito dos estimadores 
de mínimos quadrados. A validade dessas suposições 
podem ser avaliadas através dos chamados 
diagnósticos de regressão. 

Em modelos de regressão lineares, os 
estimadores de mínimos quadrados são não-
viciados, normalmente distribuídos, e ainda 
possuem variância mínima possível entre qualquer 
outra classe de estimadores. Essas propriedades são 
aceitas como as melhores propriedades que uma 
classe de estimadores podem apresentar (Searle, 
1971). Podem existir outros estimadores, também 
não viciados, mas esses são menos eficientes no 
sentido de suas variâncias excederem a variância dos 
estimadores de mínimos quadrados. 

Já no caso não-linear, essas propriedades somente 
são válidas assintoticamente, isto é, quando o 
tamanho da amostra é suficientemente grande. Em 
geral, em pequenas amostras, essas propriedades são 
desconhecidas (Jennrich, 1969). 

Segundo Ratkowsky (1983), o tamanho da 
amostra necessário para os resultados assintóticos 
terem validade depende fundamentalmente do 
modelo em estudo. Pode existir modelos que, 
mesmo com amostras consideradas muito grandes, 
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os resultados assintóticos não são válidos. 
Entretanto, afirma-se que, à medida que o tamanho 
da amostra aumenta, os resultados assintóticos vão se 
tornando mais aplicáveis. Quando os estimadores de 
mínimos quadrados apresentarem um pequeno 
vício, distribuição próxima da normal e verdadeiras 
variâncias próximas daquelas dadas pela matriz de 
variâncias-covariâncias assintótica (Seber e Wild, 
1989) pode-se afirmar que os estimadores de 
mínimos quadrados exibem um comportamento 
próximo do comportamento linear. Quanto mais 
próximo do linear for o comportamento de um 
modelo, mais precisos serão os resultados 
assintóticos e, conseqüentemente, mais confiáveis 
serão as inferências. Avalia-se a extensão do 
comportamento não-linear através das bem 
conhecidas medidas de não-linearidade. 

A seguir, é apresentada uma aproximação linear 
da função esperança, na qual baseiam-se os 
resultados assintóticos de regressão não-linear. É 
apresentado, também, o algoritmo de Gauss-
Newton, o qual é um dos métodos mais utilizados 
para obtenção de estimativas de mínimos quadrados 
não-lineares. 
 
Aproximação linear 

Para facilitar a compreensão dos resultados 
apresentados a seguir, considera-se a seguinte 
notação: 

( )t
nn11 );x(f),...,;x(f)( θθθ =f , 

,);x(f()(
j

ii
t























∂
∂

=
∂

)∂
θ

θ
θ
θ

θ
f =F   

).( *FF θ=  
Como comentado anteriormente, os resultados 

em regressão não-linear somente são válidos 
assintoticamente, sendo esses baseados em uma 
aproximação linear, de primeira ordem, em série de 
Taylor da função esperança em torno de uma 

vizinhança de *θ  (considere ∗θ como sendo o 
verdadeiro valor do parâmetroθ ). Essa aproximação 
linear é dada por: 

)();x(f);x(f);x(f jj

p

1j j

i*
ii

∗

=
−∑













∂
∂

+≈
∗

θθ
θ
θ

θθ
θ=θ

, (8) 

ou, em notação matricial:   

)()()( ∗∗ −+≈ θθθθ Fff       (9) 
Usando (8), pode-se escrever a soma de 

quadrado dos erros, definida em (6), na forma: 

[ ] [ ]

,(

)()(

)(

)()()(S

2

2*

2

t

)−=

−−−≈

−=

−−=

θ

θθθ

θ

θθθ

Fz

Ffy

fy

fyfy

*
    (10) 

em que, θθ =−= )( *fyz  e, .*θθ=β −  
Utilizando propriedades de modelos lineares, tem-se 
que (10) será minimizada quando β  for dada por: 

.ˆ t1t zFF)(F −=β          (11) 
Quando o tamanho da amostra n for 

suficientemente grande e sob certas condições de 

regularidade (Seber e Wild, 1989), θ̂  estará quase 

certamente em uma vizinhança de *θ . Assim, 

βθθ ˆˆ * ≈−  e εθθ t1t* )(ˆ FFF −≈− . Além disso, 

de (10) com θ=θ ˆ , tem-se:  

θ
ε

θθθθ

F

t1t

**

)(
)ˆ()()ˆ(

P
FFFF

Fff

=
≈

−≈−
−      (12) 

e 

,)(

)ˆ()()ˆ(

Fn

F

**

ε
εε

θθθθ

PI
P

Ffyfy

−=
−≈

−−−≈−
    (13) 

em que t1t
F FF)F(FP −=  e Fn PI −  é uma 

matriz simétrica e idempotente (Graybill, 1983). 
Consequentemente, usando (12) e (13) tem-se: 

,)(

)(

)ˆ(

)ˆ(Sp)s(n

Fn
t

n

2

2

2

εε

ε

θ

θ

PI

PI

fy

F

−=

−≈

−=

=−

      (14) 

e, 

.

)ˆ()ˆ(

)ˆ()()ˆ(

F
t

2
F

*tt*

**
22

εε

ε

θθθθ

θθθθ

P

P

FF

Fff

=

≈

−−=

−≈−

 (15) 

Portanto, usando (14) e (15) obtém-se: 
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).ˆ()ˆ(

)()ˆ(S)(S

*tt*

F
t

Fn
tt*

θθθθ

εε

θθθθθθ

−−≈

=

−−≈−

FF

P
PI

 

Teorema 1. Dado que ),(~ n
2Iσ0ε N , sob certas 

condições de regularidade (Seber e Wild, 1989) e n 
suficientemente grande, tem-se aproximadamente os 
seguintes resultados: 

(i) θ̂  e )pn/()ˆ(Ss2 −= θ  são estimadores 

consistentes de *θ  e σ2  respectivamente;  

(ii) ),(~ˆ 1* −2σ− C0pNθθ , em que 

);()( **tt θθ FFFFC ==  

(iii) (n-p) 2
pn

2
Fn

t2 ~/)/s −
2 χσ−≈σ εε P(I ;  

(iv) θ̂  e s2  são estatisticamente independentes. 
 
O método de Gauss-Newton 

Suponha que )a(θ  é uma aproximação da 

estimativa de mínimos quadrados, θ̂  do modelo (5). 

Para θ  próximo de )a(θ , e considerando 
novamente uma expansão em série de Taylor, de 
primeira ordem, da função esperança como em (8), 
tem-se: 

),();x(f);x(f);x(f a
jj

p

1j j

ia
ii

a

)(

θ=θ

)( θθ
θ
θ

θθ
)(

−∑












∂
∂

+≈
=

 (16) 

ou, em notação matricial 

)()()( (a)(a)(a) θθθθ −+≈ Fff . 

Definindo )(θr  como sendo um vetor de 
resíduos pode-se escrever: 

.)()(
)()(

)()(

(a)(a)(a)

(a)(a)(a)

θθθ

θθθ

θθ

−−=

−−−≈

−=

Fr
Ffy

fyr
 

Substituindo )()(t θθ rr em )(S θ  obtém-se: 
)()()()(2)()()(S (a)(a)(a)tt(a)(a)(a)(a)t(a)(a)t θθθθθθθθθθ −−+−−≈ FFFrrr  

Portanto, )(S θ  será minimizada quando:  

[ ] )( (a)(a)t
1

(a)(a)t(a) θθθ rFFF
−

=−     (17) 

Assim, devido à aproximação )a(θ , a próxima 
aproximação é dada por:  

[ ] ),( (a)(a)t
1

(a)(a)t(a)1)(a θθθ rFFF
−

+ +=   (18) 
resultando no processo iterativo conhecido como 
Método de Gauss-Newton ou método da 
linearização. 

Iniciando (18) com algum valor )a(θ , o processo 
continua até a convergência, que ocorre quando 

δ<−+ (a)1)(a θθ , em que δ  é algum valor fixo, 

por exemplo, δ = −1 10e . 
Apesar do método de Gauss-Newton ser 

numericamente estável, este pode apresentar 
problemas, como, por exemplo: 

- A convergência pode ser lenta se uma grande 
precisão for exigida; 

- a matriz (a)F  pode ser singular ou tornar-se 
singular durante o processo iterativo; 

- a convergência pode ser para um mínimo 
local e não para o mínimo global. 

Uma característica interessante do método de 
Gauss-Newton ocorre quando a função esperança é 
linear. Nesse caso, o processo converge em uma 
única iteração, partindo-se de qualquer valor inicial 
(Ratkowsky, 1983). 

Além do método Gauss-Newton, Marquardt e 
D.U.D., as estimativas de mínimos quadrados 
podem ser obtidas ainda por meio de outros 
métodos de otimização, como, por exemplo, o 
Método Simplex Nelder-Mead, Método de 
Otimização Quadrática, Método do Gradiente 
Conjugado, Método Newton-Raphson, Método 
Newton-Raphson Ridge. Entretanto, os métodos 
Gauss-Newton, Marquardt e D.U.D. são específicos 
para problemas de mínimos quadrados não-lineares 
(Hartmann, 1994). 
 
Medidas de não-linearidade 

Expressões usadas para avaliar a adequabilidade 
da aproximação linear e seus efeitos nas inferências 
são conhecidas na literatura como medidas de não-
linearidade. Uma das primeiras tentativas relevantes 
no sentido de quantificar o comportamento não-
linear de um modelo de regressão não-linear foi 
apresentada por Beale (1960), que propôs quatro 
medidas. De acordo com Guttman e Meeter (1965), 
essas medidas não devem ser usadas na prática, uma 
vez que elas tendem a subestimar a verdadeira não-
linearidade (Bates e Watts, 1980). 

Mais recentemente, Box (1971) propôs uma 
fórmula para estimar os vícios dos estimadores de 
mínimos quadrados de um modelo de regressão 
univariado. Gillis e Ratkowsky (1978), via simulação, 
concluíram que a medida de vício de Box não só 
estima o vício de maneira correta, mas também 
fornece uma boa indicação da extensão do 
comportamento não-linear do modelo. Bates e Watts 
(1980) apresentaram novas medidas de não-
linearidade baseadas no conceito geométrico de 
curvatura. Eles provaram que a não-linearidade de 
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um modelo pode ser decomposta em duas 
componentes: a não linearidade intrínseca, associada 
à curvatura do espaço de estimação (Beale, 1960) e a 
não-linearidade devida ao efeito de parâmetros. 

Na prática, a medida de vício de Box e as 
medidas de curvatura de Bates e Watts são as 
ferramentas mais utilizadas na avaliação da não-
linearidade de um modelo de regressão não linear, 
podendo, também, ser usadas em problemas de 
discriminação, uma vez que o melhor modelo 
possível, dentre todos os propostos, pode ser 
considerado como aquele que apresenta o 
comportamento mais próximo do comportamento 
linear (Ratkowsky, 1983). 

Dentre as muitas vantagens em se buscar 
modelos com comportamento próximo do 
comportamento linear, podem-se citar algumas: 

- as estimativas de mínimos quadrados podem 
ser facilmente obtidas;  

- os estimadores são aproximadamente não-
viciados, normalmente distribuídos com 
variância mínima, mesmo em pequenas 
amostras; 

- os valores de previsões são mais precisos;  
- os métodos iterativos convergem mais 

rapidamente;  
- os estimadores têm propriedades similares às 

propriedades ótimas de modelos lineares. 
Segundo Ratkowsky (1990), o princípio 

conhecido como Ochham’s Razor fornece uma base 
lógica para os modelos não-lineares uma vez que, 
em geral, modelos mais complexos provavelmente 
apresentarão maior extensão não-linear que modelos 
mais simples. 
 
Medida de vício de Box 

Box (1971) propôs uma estatística para avaliar o 
vício dos estimadores de mínimos quadrados dos 
parâmetros de um modelo de regressão não-linear 
univariado, dada por: 
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em que )(θF  é o vetor (p x 1) de primeiras 

derivadas de );x(f i θ , também chamado de vetor 

velocidade e )(θH  é uma matriz (p x p) de 
segundas derivadas com relação a cada elemento de 
θ . 

Na prática, para o cálculo de (19), usa-se θ̂  e 2σ̂  

como sendo os verdadeiros valores de θ  e σ2 , 
respectivamente. Desta forma, o vetor (p x 1), 
determinado em (21), representa a discrepância 
entre as estimativas dos parâmetros e seus 
verdadeiros valores. É comum expressar o valor da 
estimativa do vício em porcentagem, ou seja,  

θ
θ

θ ˆ
)ˆ100Vício()ˆ(Vício% = .     (20) 

Considera-se vícios acima de 1%, em valor 
absoluto, como um indicador do comportamento 
não-linear do modelo. A importância em se avaliar 
os vícios reside no fato deles indicarem qual ou quais 
parâmetros do modelo são os maiores responsáveis 
pelo comportamento distante do comportamento 
linear. Uma vez conhecidos esses parâmetros, pode-
se buscar por uma reparametrização que possa 
reduzir a não-linearidade. O vício da nova 
parametrização pode ser avaliado por meio de outra 
estatística (Box, 1971). 

Seja )(g θφ = , isto é, o novo parâmetro φ  é 
uma função de um ou mais elementos de 

)p,...,1j( ,j =θ . Box (1971) mostrou que: 

 
2
1)ˆ(Vício )ˆ()ˆ(Vício t += θθφ G  

traço 

)]ˆ(Cov )ˆ([ θθM ,        (21) 

em que )(θG  é o vetor (p x 1) de primeiras 

derivadas e )(θM  é a matriz (p x p) de segundas 

derivadas de )(θG , com relação a cada θj, ( )(θG  

e )(θM  calculadas em $θ ), e Cov( $θ ) é a matriz de 

variâncias-covariâncias assintótica de θ̂  dada por 

.])ˆ()ˆ([ˆ 1t2 −σ θθ FF  De maneira similar, pode-se 

obter a matriz de variâncias-covariâncias de φ̂  a 

partir da matriz de variâncias-covariâncias de θ̂ , 
ficando esta representada pela seguinte expressão:  

=)ˆ(Var φ traço )]ˆ(Cov ˆ)ˆ([ t θθθ )G(G    (22) 
Além da medida de vício proposta por Box 

(1971), também são citados na literatura os trabalhos 
de Cox e Snell (1968), Clarke (1980), Amari (1982) 
e Hougaard (1985). Cook e Goldberg (1986), 
porém, mostraram que todas as medidas propostas 
para o cálculo de vício produzem basicamente 
resultados idênticos. 
 
 



Algumas considerações em regressão não linear 1767 

Acta Scientiarum Maringá, v. 24, n. 6, p. 1761-1770, 2002 

Medidas de curvatura de Bates e Watts 
Usando conceitos de geometria diferencial, Bates 

e Watts (1980, 1981) estenderam as idéias de Beale 
(1960) e desenvolveram medidas de não-linearidade 
baseadas no conceito geométrico de curvatura. Essas 
medidas independem de mudanças na escala dos 
parâmetros ou dos dados, podendo ser usadas para 
comparar diferentes conjuntos de observações como 
também diferentes parametrizações (Seber e Wild, 
1989). 

Bates e Watts provaram que a não-linearidade de 
um modelo pode ser decomposta em duas 
componentes: a não-linearidade intrínseca (IN) e a 
não-linearidade devida ao efeito de parâmetros (PE). 
A não-linearidade intrínseca (IN) mede a curvatura 
do espaço de estimação no espaço amostral, em que 
o termo espaço de estimação se refere a todas as 
possíveis soluções do problema de mínimos 
quadrados. A solução de mínimos quadrados é o 
ponto no espaço de estimação que se encontra mais 
próximo do vetor de variáveis resposta. Em um 
modelo de regressão linear, a medida (IN) é nula, 
uma vez que o espaço de estimação é uma reta, um 
plano ou um hiperplano. Em um modelo não-linear 
o espaço de estimação é curvilíneo, e (IN) mede a 
extensão dessa curvatura. Bates e Watts (1980) e 
Ratkowsky (1983) concluíram que, na maioria dos 
modelos não-lineares de interesse prático, a medida 
(IN) geralmente é pequena. Isso significa que, se um 
modelo não-linear apresentar um comportamento 
distante do comportamento linear, essa não-
linearidade é devida, principalmente, ao efeito de 
parâmetros. Então, uma reparametrização torna-se 
importante. Como a forma do espaço de estimação 
independe da parametrização, o processo de 
reparametrização não altera o valor de (IN). 
Segundo Ratkowsky (1983), modelos com curvatura 
intrínseca significativa possuem pouco interesse 
prático, sendo viável buscar-se modelos alternativos. 
Avalia-se a significância estatística de (IN) e (PE) 

comparando seus valores com F2/1 , em que F 

= α
−pn,pF  é o valor crítico obtido a partir de uma 

distribuição F com p e (n-p) graus de liberdade. 
A não-linearidade devida ao efeito de parâmetros 

é consequência da falta de uniformidade do sistema 
de coordenadas no espaço de estimação. No caso 
linear, as linhas paramétricas são retas paralelas. A 
medida (PE) é uma quantidade escalar que 
representa o máximo valor do efeito da 
parametrização, obtida a partir de um vetor 
tridimensional chamado vetor aceleração. Em um 
modelo linear, a matriz aceleração é formada de 
zeros, resultando, assim, em (PE) igual a zero. 

Em um modelo não-linear com um dado valor 
de (IN), o valor de (PE) aumenta à medida que o 
seu comportamento se afasta do comportamento 
linear, uma vez que (PE) mede a extensão do 
comportamento não-linear causado pela 
parametrização. 

Além das medidas de Bates e Watts, existem 
medidas de curvatura para subconjuntos de 
parâmetros, desenvolvidas por Cook e Goldberg 
(1986). Essas medidas são obtidas para todos os 
parâmetros do modelo e, desta forma, indicam qual 
ou quais parâmetros necessitam de uma 
reparametrização. Experiências práticas têm revelado 
que a obtenção dessas medidas requer um 
considerável esforço computacional (Ratkowsky, 
1990), podendo ser substituídas pela medida de vício 
de Box, uma vez que esta também revela quais 
parâmetros são os maiores responsáveis pelo 
comportamento distante do comportamento linear. 
Uma outra maneira de se avaliar a extensão do 
comportamento não-linear é por meio dos 
chamados profile t-plots, profile traces plots e profile pair 
sketches plots (Bates e Watts, 1988). Segundo 
Ratkowsky (1990), os profile t-plots revelam 
graficamente a extensão da não-linearidade 
individualmente para cada parâmetro, e os profile 
traces plots fornecem informações de como os 
parâmetros interagem. O Profile pair sketches plots por 
sua vez, é um método computacionalmente simples 
para obtenção de regiões de verossimilhança (Bates e 
Watts, 1988). Outras medidas de não-linearidade 
também são discutidas na literatura, por exemplo, 
Linssen (1975) sugeriu modificações nas medidas 
propostas por Beale (1960) e Williams (1962) propôs 
uma medida de não-linearidade fundamentada na 
razão pela qual os algoritmos baseados em 
aproximações lineares convergem. 
 
Estudo de simulação 

As medidas de curvatura de Bates e Watts (1980) 
são as medidas usadas para avaliar a não-linearidade 
intrínseca e a não-linearidade devida ao efeito de 
parâmetros em modelos de regressão não-lineares. 
Se a não-linearidade intrínseca (IN) for pequena, 
não significativa, pode ser que a não-linearidade, 
devido ao efeito de parâmetros (PE) seja alta, 
significativa, então, uma reparametrização muitas 
vezes pode reverter esse fato. 

A medida de efeito de parâmetros (PE), apesar de 
ser uma medida de não-linearidade, não oferece 
nenhuma estratégia para possíveis reparametrizações, 
uma vez que, em situações multiparamétricas, esta 
não indica qual ou quais parâmetros são os maiores 
responsáveis pelo comportamento não-linear do 
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modelo. Em tais situações, a medida de vício de Box 
(1971) é bastante importante. No entanto, se o 
tamanho da amostra não for suficientemente grande, 
o vício de jθ  pode não ser uma boa medida e, 

possivelmente, 1t2 )]ˆ()ˆ([ˆ −σ θθ FF  subestima a 
verdadeira variância. 

Como alternativa, Ratkowsky (1983) propõe um 
método baseado em simulações de n observações 
experimentais M vezes. Esse procedimento pode ser 
extremamente útil na verificação das propriedades 
assintóticas dos estimadores de mínimos quadrados, 
sem a necessidade do cálculo das medidas de 
curvatura de Bates e Watts ou do vício de Box. 

Para investigar as propriedades dos estimadores 
de um particular modelo deve-se, inicialmente, 
obter as estimativas dos parâmetros e a estimativa da 
variância residual. Considerando essas estimativas 
como sendo os verdadeiros valores dos parâmetros, 
500 ou preferivelmente 1000 conjuntos de 
observações de tamanho n são gerados a partir do 
modelo 

iii )ˆ;(fy δ+= θx ,         (23) 

em que, δ i  são variáveis aleatórias independentes e 

identicamente distribuídas )ˆ,( 2σ0N .  
Para cada amostra simulada, deve-se obter as 

estimativas dos parâmetros m
~
θ  ( ,..., )m M=1  

para o modelo iii );(fy ε+= θx . 
Desta forma, a distribuição dos estimadores pode 

ser examinada usando-se testes formais (Seber e 
Wild, 1989 ou Ratkowsky, 1983), ou por meio de 
histogramas de frequência para cada parâmetro. 
Histogramas revelam facilmente o comportamento 
não normal dos estimadores, uma vez que um 
histograma assimétrico é uma forte evidência da falta 
de normalidade. 

Alguns testes usados para examinar as 
distribuições marginais dos parâmetros - uma vez 
que se analisar a distribuição conjunta - pode 
apresentar alguns problemas mesmo para casos mais 
simples, os quais são apresentados em Ratkowsky 
(1983). 
 
Medidas de assimetria 

Utilizando as idéias propostas por Lowry e 
Morton (1983), Morton (1987), Ratkowsky (1983) 
discute outras medidas de vício e de não-linearidade, 
as quais também são baseadas em simulações. 
Segundo ele, essas novas medidas têm se mostrado 
ferramentas bastante úteis na avaliação do vício dos 
estimadores de mínimos quadrados de um modelo 

de regressão não linear univariado. Essas medidas 
são apresentadas a seguir. 

Considera-se um modelo de regressão 
usualmente escrito na forma: 

iii );(fy ε+= θx ,         (24) 

em que );(f i θx  pode ser linear ou não-linear nos 

parâmetros. Assumindo que θ  é conhecido, pode-se 
simular uma série de ε i  independentes e 

identicamente distribuídos, normais, com média 

zero e variância constante 2σ . Uma vez que os erros 
são simétricos e em torno de zero, existem, na 
verdade, dois modelos que podem ser simulados, ou 
seja, 

iii )ˆ;(fy ε+=+ θx   e  
iii )ˆ;(fy ε−=− θx , 

em que yi
+  e yi

−  são as i-ésimas respostas obtidas 

somando-se e subtraindo-se ε i , respectivamente, 

cujas estimativas de mínimos quadrados serão 

denotadas por +θ̂  e −θ̂ , respectivamente.  
No caso linear, segundo Ratkowsky (1983), para 

cada parâmetro jθ  tem-se que: 

).ˆ()ˆ( jjjj θ−θ=θ−θ ++        (25) 

Geometricamente, as estimativas −+ θθ jj
ˆ  e ˆ  são 

simétricas em torno do verdadeiro valor do 
parâmetro. No caso não-linear esse fato, em geral, 
não é verdade e, desta forma, a estatística: 

,
2

)ˆ()ˆ(
)ˆ,ˆ( jjjj

jjj

θ−θ+θ−θ
=θθΨ

−+
−+   (26) 

pode ser usada como uma medida do 
comportamento não-linear dos estimadores dos 
parâmetros. Uma vez que a distribuição dos 

−+ θθ jj
ˆ  e ˆ  são idênticas, segue que: 

).ˆ(Vicio)ˆ(E)ˆ(E)(E jjjjjj θ=θ−θ=θ−θ=ψ −+  (27) 

Substituindo (26) em (27), tem-se que em um 
modelo linear a esperança e a variância são iguais a 
zero. Para o caso não-linear, a variância de ψ j  é 

dada por:  

)ˆˆcov(
2
1)ˆvar(

4
1)ˆvar(

4
1)(Var jjjjj

−+−+ θ,θ+θ+θ=ψ , (28) 

e o coeficiente de correlação entre −+ θθ jj
ˆ  e ˆ  é 

definido por:  

)ˆvar()ˆvar(

)ˆˆcov(
)ˆˆ(Corr

jj

jj
jj

−+

−+
−+ ,
=,

θθ

θθ
θθ .  (29) 
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No caso de modelos lineares, )ˆˆ(Corr jj
−+ ,θθ  é 

igual a -1 e, no caso não-linear, 

1)ˆˆ(Corr1 jj ≤,≤− −+ θθ , sendo que, para 

)ˆˆ(Corr jj
−+ ,θθ  próximo de –1, tem-se modelos 

com comportamento próximo do comportamento 
linear. 

Discussão 

Diferente da classe dos modelos de regressão 
lineares, em que a validade das inferências são 
avaliadas principalmente por meio de diagnósticos 
de regressão, no caso não-linear, além de 
diagnósticos usuais, deve-se, também, avaliar a 
extensão do comportamento não-linear do modelo 
adotado. Diagnósticos usuais de regressão são 
ferramentas bastante conhecidas na literatura e 
utilizadas por estatísticos ou usuários que utilizam 
da estatística para melhor entender seus problemas. 
Por outro lado, medidas de não linearidade, em 
princípio, não são tão conhecidas, e requerem algum 
esforço extra nas suas obtenções. Neste artigo, 
considerando a importância de se avaliar a extensão 
do comportamento não-linear de modelos de 
regressão não-lineares, procurou-se apresentar, sem 
a pretensão de ser exaustivo, as principais 
ferramentas discutidas na literatura de regressão não-
linear. Dentre algumas medidas apresentadas, citam-
se as de curvatura de Bates e Watts, a medida de 
vício proposta por Box (Box, 1971), métodos de 
simulação e medidas de assimetria. Apesar da 
ausência de alguma aplicação prática, os conceitos 
apresentados neste artigo podem ser de grande 
interesse, principalmente para pesquisadores e 
usuários de métodos estatísticos. Mazucheli (1995), 
Mazucheli e Achcar (1997), sob o ponto de vista 
clássico e bayesiano, apresentam uma série de 
aplicações para alguns modelos não-lineares de 
crescimento sigmóide. 
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