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RESUMO. Nos estudos exploratérios multivariados, cujo objetivo ¢é a redu¢io da dimensio
do conjunto de varidveis, o principal método utilizado é a anilise de componentes
principais. Neste método, todas as varidveis originais sio, em geral, necessdrias para definir
os subconjuntos de varidveis. Krzanowski (1987) apresentou uma metodologia que combina
a andlise de componentes principais e a anélise procrustes para determinar o quanto o novo
subconjunto de varidveis representa a estrutura dos dados originais. Steiner (1995) utilizou
virios métodos para separar grupos e selecionar varidveis em um problema médico. Neste
trabalho, foi aplicada a andlise procrustes para um conjunto de dados gerado aleatoriamente
segundo as distribui¢des das varidveis definidas por Steiner. O objetivo foi verificar se o
subconjunto de varidveis resultantes da anilise reproduzem a estrutura original dos dados.

Através das anilises realizadas, concluiu-se que o método procrustes é uma ferramenta
indispensével na selecio de varidveis.

Palavras-chave: componentes principais, anélise procrustes, andlise multivariada.

ABSTRACT. Procrustes analysis applied to variables selection. In exploratory
multivariate research aiming at the reduction of the, dimension of the variables set, the
most frequently used method is the analysis of the principal components. All original
variables are generally necessary to define the subset of variables. Krzanowski (1987) has
provided a methodology which combines the principal component analysis and the
procrustes analysis to determine how much the new subset of variables reproduces the
structure of original variables. Steiner (1995) used several methods to separate groups and
select the variables in a medical case study. In the present work, the procrustes analysis was
applied to a set of data randomly generated according to the variables distributions defined
by Steiner. The objective was to verify if the subset of variables resultant from the analysis
reproduces the original structure of data. The: results led to the conclusion that the
procrustes method is a necessary tool for variables selection in multivariate analysis.

Key words: principal components, procrustes analysis, multivariate analysis.

Nos estudos exploratérios, em diversas dreas, os
pesquisadores  lidam com anilise de dados
provenientes de um grande conjunto de varidveis.
Isso ocorre pela dificuldade na identificagio, i priori,
das wvaridveis que sio importantes para o estudo.
Geralmente, o objetivo inicial do pesquisador é
reduzir a dimensio de seu conjunto de varidveis sem
que a estrutura dos dados seja alterada.

A principal técnica exploratdria utilizada, nesses
casos, ¢ a anidlise de componentes principais. Esta
técnica tem sido abordada por Mardia et al., (1992),
Johnson e Wichern (1982), Jolliffe (1972, 1973) ¢
outros. A principal deficiéncia desse método é que,
enquanto a dimensio pode ser reduzida, todas as
varidveis originais sio, em geral, ainda necessirias
para definir as novas variiveis. Isso pode ser
insatisfatério nio s pelo fato de que, em muitas

situagbes, muito tempo e recursos terdo de ser
despendidos, mas também porque nio é ficil
interpretar uma combinagio linear. A selecio e a
identificagio de varidveis redundantes é, hi muito
tempo, assunto de interesse nas areas de aplicagio de
regressio multipla e de anilise discriminante. Jolliffe
(1989) discutiu alguns métodos com base em anilise
de componentes principais para selecionar um
subconjunto de varidveis as quais preservam muito
da estrutura das varidveis originais. Krzanowski
(1987) apresentou uma metodologia que combina a
anilise de componentes principais ¢ a andlise
procrustes  para  determinar o quanto o NOVO
subconjunto de varidveis representa a estrutura dos
dados originais. Ele demonstrou que esta
metodologia pode ser uma ferramenta utilizada na
caracterizacio inicial da aplicagio de técnicas como
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anilise discriminante ¢ andlise de agrupamento
(cluster analysis). Segundo Krzanowski, na anilise
discriminante, procura-se selecionar variiveis com o
objetivo de maximizar a probabilidade de uma
alocagio correta dos futuros individuos no grupo,
enquanto o método proposto seleciona aquelas
varidveis que melhor indicam a existéncia do grupo.
Na anilise de agrupamento, a amostra ¢ particionada
em grupos, o pesquisador geralmente tem interesse
em identificar um pequeno ntmero de varidveis que
podem ser usadas para descrever os grupos e
distingui-los. Steiner (1995) utilizou os métodos:
componentes principais, fun¢io discriminante linear
de Fisher ¢ o de k-vizinhos mais préximos (k-
médias) para separar grupos ¢ selecionar varidveis,
em um problema médico do qual foram coletados
dados clinicos de 118 pacientes, destes 35 possuiam
cancer e 83 cilculo, ambos de vesicula biliar. Foram
examinadas 14 varidveis e apds esse estudo ficou
estabelecida a distribuigio de probabilidade para cada
uma das variaveis.

Neste trabalho, serd aplicada a anilise procrustes
para um conjunto de dados gerado aleatoriamente
segundo as distribui¢gdes das varidveis definidas por
Steiner. O objetivo ¢ verificar se o conjunto de
varidveis resultantes de anilises, no qual a escolha de
varidveis € realizada, reproduz a estrutura original

dos dados.

Analise procrustes

Suponha que p varidveis X;, X, ..., X, foram
observadas sobre n individuos e que o vetor de
observagoes para o i-ésimo individuo seja denotado
por X' = (X}, Xy, ..., X;,), entdo a matriz dos dados
serd denotada por X(mxp). Na anidlise de
componentes principais, as varidveis X, Xy, ..., X,
sdo transformadas linearmente em novas variveis Yj,
Y,, ..., Y, denominadas componentes principais.
Dessa forma, os dados observados X' sio também
transformados em escores dos componentes

principais correspondentes, Y' =(Y,;, Yo .., Y.).
Assim sendo, a matriz original X de ordem nxp é
transformada em uma matriz Y de ordem nxp. A
reducio da dimensio serd importante quando o
ntmero de componentes Y; que conservam muito da
informagio amostral, inerente as varidveis X;, i=1 ,
..., p, for menor que p. Nesse caso, as observagoes
originais X' podem ser trocadas pelos primeiros q (g
<p) elementos dos escores dos componentes
principais correspondentes e pode-se escrever Y' =
(i, Yo, -, Yy). Um grifico de dimensio ¢ dos
escores exibirdi uma aproximacio da configura¢io
original dos dados. A principal deficiéncia desse
método é que, enquanto a dimensio pode ser
reduzida de p para ¢, todas as p varidveis originais
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sdo, em geral, ainda necessirias para definir as ¢
novas variaveis Y;.

Suponha que k varidveis foram sclecionadas
como sendo as essenciais para a andlise através de
algum método de selegio, tendo sido levado em
consideracio se a variabilidade dos dados esti sendo
suficientemente avaliada nesta escolha.

Seja Y a matriz dos escores das componentes
principais obtida das k varidveis selecionadas, que
produz a melhor aproximagio da configura¢io dos
dados originais.

O objetivo € selecionar ¢ das varidveis originais,

onde ¢ < p e p 2 k esperando que as varidveis
selecionadas representem a verdadeira estrutura dos

dados.
Suponha que X denota a matriz de dados que

contém somente as k variiveis selecionadas e que Z
¢ a matriz dos escores dos componentes principais
do conjunto reduzido de dados. Isto é, a melhor
aproximacio de dimensio k para a configura¢io de
dimensio q definida pelo subconjunto de dados.

Se a verdadeira dimensio dos dados é de fato k,
entio Y pode ser vista como a verdadeira

configuragio, enquanto Z ¢ a aproximagio

correspondente da configuragio baseada em somente
q varidveis. Para medir a discrepincia entre a
verdadeira configuragio e a obtida pelo subconjunto
de dados, uma anilise procrustes pode ser realizada.

Para isso ¢ necessirio encontrar a soma de
quadrados da  diferenca entre os  escores
correspondentes as configuragdes. Esta soma de
quadrados residual mede a perda de informagio
sobre a estrutura de dados quando somente ¢
varidveis sio utilizadas ao invés das p varidveis
originais.

Krzanowski (1987) apresentou o diagrama abaixo
para mostrar os passos do procedimento:

X nxp > )'Z nxq
ACP ACP
Ynxk > ank

ACP = Anilise de componentes principais

O objetivo é detectar a perda de informagio
causada pela retirada de algumas varidveis.
Y - configuragio natural
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Z - configuragio transformada.
A anilise procrustes minimiza o trago da matriz de
quadrados da diferenga entre as duas configuragoes:

Min trago {(Y—Z )Y - Z )T

~

sob translagio rotacio e reflexio de Z.
A solugio pode ser obtida rotacionando Z para

Z Q. A matriz de rotagio é dada por Q = UV',
onde VDU € a decomposigio em valores singulares

de Y'Z ¢ entio:

M? = traco {YY" + z Z -2YQ" z T}
= traco (YY") + trago(Z Z™) - 2 trago(D). (1

A quantidade dada pela equagio acima pode ser
calculada facilmente para qualquer subconjunto
selecionado e representa a proximidade com que a
configuragio  desse  subconjunto  selecionado
representa a configuracio do conjunto original. O
melhor subconjunto de varidveis apresentari o
menor valor de M? entre todos os subconjuntos
possiveis. A escolha das varidveis, que irdo compor o
subconjunto, pode ser realizada através de qualquer
método de selecio de varidveis.

Na pritica, pode-se utilizar o algoritmo procrustes
abaixo:

1. Inicialmente, tome ¢ = p, ¢ para k fixo,

calcule a matriz Y de escores dos
componentes principais.

2. Obtenha as matrizes Z de escores dos
componentes principais de cada um dos
subconjuntos de varidveis selecionadas.

3. Calcule M? através da equagio (1), para a
matriz Y e para cada uma das outras matrizes

Z de escores e identifique o subconjunto de
varidveis que resulta o menor M?.
Obs. No passo (2) pode-se retirar uma varidvel
de cada vez.
No passo (3) escolher o subconjunto que
resultou o menor M? e voltar ao passo (2).
Nio hé regra de parada.

Aplicagao. Os dados para a aplicagio da anilise
procrustes foram gerados aleatoriamente, através do
programa estatistico SAS, segundo as distribuicoes
de probabilidades das varidveis, conforme obtido por
Steiner (1995). As varidveis e suas distribui¢des estio
apresentadas na tabela a seguir.

O método de procrustes toi utilizado através do
programa  SAS/IML e o  procedimento
PRINCOM.
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Tabela 1. Varidveis relacionadas ao cincer de figado e suas
distribuigdes de probabilidades

Varidvel Distribuicio ~ Média desvio- - Teste de aderéneia
padrio KS - p-value

X1 - Sexo Binomial p=0,568 o = 0,495 0,657

X2 - Idade Normal  p=57,18 o= 13,06 0,995

X3 - Albumina Normal  p=3,053 0=0,489 0,903

X4 -Vg Normal  pn=36,484 0=6,033 0,844

X5 - Bilirrubina Gama H=22,060 0 =7,802 0,885

total o= 7,993 B$=0,362

Xﬁ - Bilirrubina Gama n=12,895 o :4,5()? 0,993

direta a=8,195 B$=0,635

?(7 - Bilirrubina Gama H=9,352 0 =4,355 0,932

indireta a=4,610 B=0,493

X8 - Sept Gama ~ H=BLBI 0=4355 0,680
a=1,867 $=0,023

X9 - Sgot Gama ~ H=97311 0=49.21 0,736
a=3,910 B3=0,040

X10 - Fosfatose Gama n=383,19 0=259,27 0,384

Alcalinas a=2,184 B3=0,006

X11 - Amilase Gama ~ HZ103.00 0=43,568 0,587
a=5,589 B3=0,054

X12 - Tap Gama  WT14228 0=1,594 0,820
a=79,619 B=5,596

X13-Creatinina ~ Gama M08 0=0.267 0,981
a=10,306 B=12,009

X14 - Leucécitos ~ Gama ~ M=9872 0=3,152 0,631
0=9,933 B=1,006

Analise do conjunto de dados

A anilise conduzida por Steiner (1995) sugere
que menos de 14 varidveis sio suficientes para
identificar a estrutura do conjunto de dados. Pelo
método dos k-vizinhos mais préximos, as varidveis
selecionadas foram: sexo, bilirrubina indireta, sgpt
(transminases gultimico-pirdvicas), vg e leucécitos.
No ajuste logistico as varidveis selecionadas foram:
idade, bilurrubina total, bilurrubina direta, amilase,
sgpt  (transminases  gultimico-pirtivicas),  sgot
(transminases oxalacéticos do soro), fosfatases
alcalinas e vg. Além destes dois conjuntos de
varidveis, foram selecionados mais dois conjuntos:
um pelo método de componentes principais e outro
pelo método procrustes.

Inicialmente, foi realizada uma anilise de
componentes principais com todas as varidveis e a
matriz de escores desses componentes foi obtida.
Observou-se que o0s sete primeiros componentes
principais acumulam 99,92% da wvariagio total,
indicando que esta matriz é uma boa aproximagio da
matriz de dados original.

Com base nesse resultado e utilizando o método
de selegio, através de componentes principais,
descrito por Mardia, et al, (1992), foram
selecionadas as seguintes varidveis: Idade, bilirrubina
total, bilirrubina direta, sgpt, sgot, fosfatose alcalina e
amilase.

A seguir, uma nova sele¢io de varidveis foi
realizada utilizando o algoritmo procrustes, descrito
acima, para um conjunto de 50 observagoes. Virios
subconjuntos foram obtidos, eliminando-se as
variiveis uma a uma, ¢ os seus respectivos quadrados
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médios do residuo (M?) foram calculados. A Tabela
2 abaixo apresenta os subconjuntos correspondentes

aos menores valores de quadrado médio do residuo.

Tabela 2. Subconjunto de varidveis selecionadas e respectivos
valores dos quadrados médios dos residuos (M?)

2

N’ de varidveis eliminadas Varidveis selecionadas m?

1 X2 até X14 2,64E-9
2 X2 até X12 e X14 4,99E-9
3 X2, X4 até X12 ¢ X14 4,83E-8
4 X2, X4 até X11 4,46E-6
5 X2,X5 até X11 e X14 2,25E-5
6 X2,X5 até X11 6,10E-5
7 X2,X5,X7 até X11 1,16E-4
8 X2,X5,X8 até X11 3,35E-4
9 X2, X8 até X11 4,40E-3

O grifico dos escores, obtidos através de anilise
de componentes principais, de cada um dos
subconjuntos selecionados foi construido e os que
apresentaram  configuragio semelhante a do
conjunto original de dados foram os subconjuntos
com 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 variaveis eliminadas. Entio,
para comparagio com os outros conjuntos foi
escolhido o conjunto com 7 varidveis eliminadas
sendo as varidveis selecionadas: idade, belirrubina
total, bilirrubina direta, bilirrubina indireta, sgpt,
sgot, fosfatose alcalina e amilase.

No presente trabalho, o objetivo foi investigar o
quio bem cada um desses quatro subconjuntos
selecionados representa a estrutura do conjunto
original de dados. Serio realizadas comparagdes dos
resultados  obtidos, para os  subconjuntos
selecionados, através de componentes principais
combinada com o método procrustes.

Na seqiiéncia, através de anilise de componentes
principais, foram obtidas as matrizes de escores para
cada um dos quatro subconjuntos de varidveis,
obtidos pelos métodos estudados e estas foram,
entio comparadas com a matriz de escores do
conjunto completo, através da anélise procrustes
(Tabela 3).

Foram construidos os grificos (Figuras 1 a 5) dos
dois primeiros componentes principais, para 0 conjunto
de 50 observagdes, para determinar o quanto os
subconjuntos de varidveis capturam a estrutura dos
dados originais. Esses grificos acumulam 93,61%,
93,61%, 94,47%, 93,65% ¢ 93,66%, respectivamente, da
variabilidade total dos dados.

Tabela 3. Valores dos quadrados médios dos residuos (M?) para
cada um dos subconjuntos de varidveis obtidos pelos métodos
estudados, segundo o tamanho das amostras ¢ ntmero de
varidveis selecionadas

Tamanho da amostra

Métodos

20 50 100 200
Componentes Principais (7 varidveis) 9,06E-4 3,10E-4 5,03E-4 4,46E-4
K-vizinhos (5 variaveis) 62,89 235,48 519,40 1123,42

725E-4 286E-4 0,76E-4 1,86E-4
1,87E-4 6,10E-5 4,73E-4 271E-4

Regressio Logistica (8 varidveis)
Procrustes (8 varidveis)

Guedes & Ivanqui

3 8
1
o o

2 22 29
B 21 o o
3 % %
=1 31 ° 16
oy Qs 4043 ° 9
2 328 2 39

2 o 3q
é 0 é\m oﬁ 9 O ‘2?}9 2 . °
8 # o O 30 [ g4 0 °
£ ° s O ] i)
8 El B 0 °
(=] a o8 ® 4
k=] 2 o 0 [}
c o [~}
=1
g =
17
(]
-3
2 1 0 1 2 3

Primeiro componente principal

Figura 1. Grifico das 50 observagdes geradas segundo as
distribui¢des das varidveis relacionadas ao cincer de figado para
todas as variveis
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Figura 2. Grifico das 50 observagoes geradas segundo as
distribuigbes das varidveis relacionadas ao cincer de figado para
as varidveis selecionadas pelo método de componentes principais
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Figura 3. Grifico das 50 observagoes geradas segundo as
distribuigdes das varidveis relacionadas ao cincer de figado para
as varidveis selecionadas pelo método dos k-vizinhos

Discussao

As somas de quadrados (M? das anilises
apresentadas na Tabela 3 fornecem uma ordem de
importincia aos subconjuntos. O subconjunto de
varidveis com o menor valor nessa soma e que
apresente uma configuragio semelhante a do
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conjunto original de dados é o que melhor
representa o conjunto original.
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Figura 4. Grifico das 50 observagbes geradas segundo as
distribuigdes das varidveis relacionadas ao cincer de figado para
as varidveis selecionadas pelo método da regressio logistica
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Figura 5. Grifico das 50 observagdes geradas segundo as
distribuigdes das varidveis relacionadas ao cincer de figado para
as varidveis selecionadas pelo método procrustes

Os subconjuntos de varidveis que apresentaram
os mais baixos valores para quadrado médio do
residuo (M?) foram obtidos pelos métodos de
regressdo logistica e de procrustes com 8 varidveis cada
um. Sendo que a varidvel “bilirrubina indireta”
aparece no subconjunto selecionado pelo método
procrustes e “vg” aparece no subconjunto selecionado
pelo método de regressio logistica.

Da Tabela 3 observa-se que o método de selegio
dos k-vizinhos foi o que apresentou o maior valor
para o quadrado médio do residuo (M?).

Ainda na Tabela 3, pode-se observar que para
amostras de tamanho 100 ¢ 200 o menor valor para o
quadrado médio do residuo (M?) foi o obtido pelo
método de regressio logistica.

As representagdes bidimensionais dos escores dos
subconjuntos de varidveis (Figuras 1 a 5) revelam
quais dos métodos melhor capturam a estrutura do
conjunto de dados com todas as varidveis.
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Pelo grifico dos escores do conjunto de dados
com todas as varidveis (Figura 1) pode-se observar
dois grupos distintos de observacdes. Tal
configuracio ¢ mantida pelos grificos dos escores
dos subconjuntos de dados, obtidos pelos métodos
de componentes principais, regressio logistica e
procrustes.

Pelo grifico dos escores do subconjunto de dados
obtido pelo método dos k-vizinhos (Figura 3)
observa-se que o mesmo nio ¢ uma boa
aproximagio do conjunto original, pois nio
apresenta a mesma configuragio.

Assim sendo, dos quatro métodos de sele¢io de
varidveis estudados, o tnico método que nio
capturou adequadamente a estrutura dos dados
originais foi o dos k-vizinhos.

Pode-se observar que nio foi utilizada nenhuma
regra de parada no algoritmo procrustes, pois nio foi
encontrada na literatura nenhuma regra definida.

Com este estudo, ficou evidenciado que se o
objetivo € selecionar subconjuntos de varidveis que
preservem a estrutura dos dados originais, o método
procrustes ¢ uma ferramenta auxiliar de grande
importincia na comparacio entre a configuragio do
conjunto original de dados e o conjunto selecionado;
embora para a sele¢io de varidveis o método procrustes
nio tenha apresentado resultados melhores que os
métodos de regressio logistica e de componentes
principais.
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