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RESUMO. O maior resultado neste trabalho é uma versio do teorema de Poincaré-Hopf
para superficie com bordo nio vazio. As ferramentas utilizadas sio o teorema cldssico de
Poincaré-Hopf e o “florescer do campo 0/0t”, devido a J. L. Arraut.
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ABSTRACT. The theorem of Poincaré-Hopf for surfaces with nonempty boundary.
The main goal of this work is to present a version of the theorem of Poincaré-Hopf for
surfaces with non empty boundary. The main tools are the theorem of Poincaré-Hopf and
an idea called “blossoming of the field 0/0t”, due to J. L. Arraut.
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O teorema de Poincaré-Hopf para superficie
compacta e sem bordo é um dos resultados mais
surpreendentes da topologia, pois relaciona objetos
de naturezas distintas, a saber, a caracteristica de
Euler, que é um invariante topoldgico, e o indice de
um campo vetorial, que é um invariante diferencial.

O objetivo neste trabalho é apresentar esse
resultado para superficie compacta e com bordo nio
vazio. Para isto, serd usado o conceito de “o florescer
do campo 0/0t”, (Arraut e Randall, 1982).

Neste trabalho apresenta-se o conceito de
superficie com bordo e os conceitos de dobro de
uma superficie com bordo, que origina uma
superficie sem bordo e a nogio do florescer do
campo 0/0t.

O comportamento transversal do campo vetorial
no bordo da superficie é capital, pois, caso o campo
seja tangente ao bordo, em algum ponto o resultado
¢ falso.

Neste trabalho, a palavra diferenciivel significard
infinitamente diferencidvel e todas as superficies sio
conexas.

Superficie com Bordo

. m n L - .
Um subconjunto W OIR é chamado de superficie
diferencidvel com bordo de dimensio m, se, para cada

m . . . e
pOW , existir uma vizinhanga V 7 W (aberto em
m -
W) imagem de um homeomorfismo,
¢ :V, - V, onde V, é um aberto em

H" = {(Xgo.Xm) / Xm 2 O} OIR".

Exige-se ainda que @ seja diferencidvel* e o posto
de ¢ (X) seja m para todo p/N. A fungio ¢ ¢
chamada de uma parametrizagio de V.

(*) Diferencidvel aqui significa que ¢ admite uma
extensao diferencidvel a um subconjunto aberto de
Rm, e, por defini¢io, a derivada de @ ¢ a derivada de

uma extensio, que nio depende da extensio de ¢ .

Figura 1.

Notagio. O bordo de W é o subconjunto oW,
formado pelos pontos de W, que sio imagens de

pontos da forma (Xy,...,%n.,0 ) de H m, por alguma
parametrizagao.

Se W ¢ uma superficie com bordo 0W, entio o
bordo, é uma superficie sem bordo onde:
dimoW = dimoW—1 (veja Lima, 1985, , VII §7).

Exemplos.

n
D= {(XppeeerXy) z Xi2 <1 }I:I]Rn; oD = SM;
i=1
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W™= {(x %) / 22+(W—2)2s1}D1R3;

n 2

ow =T .

As nogdes de espaco vetorial tangente e campos
de vetores tangentes a uma superficie com bordo
W OR" sio as apresentadas em Lima (1985, p.52),
pagina 52, para superficies sem bordo, somente com
a ressalva de que podem existir
diferencidveis:

caminhos

A [-EE] - W,

com A’(§) definido naturalmente por uma extensio
de A.

Para p O 0W, distinguem-se trés tipos de vetores
em TpW-:

T W

ar
L2

3
TpW

Figura 2.

Como T,W é um espago vetorial de dimensio m
e é um subespago de T,W de dimensio m-1, entio
TOW “divide” T,W em dois semi-espagos, que serio
chamados de semi-espago interiore semi-espaco
exteriorem relagio a W.
Com isto, os trés tipos de vetores tangentes a W
em p O 0Wsio:
i) os vetores tangentes a AW, isto &, v, O T0W,
Vp =A(0), vp = X°(0), onde
A:(=€8) » OW,
ii) os vetores interiores a W, isto é, os vetores V,
OT0W, onde v, = o’(0), com
a:[0,8) - Wea() =p;
iii) os vetores exteriores a W, isto &, os vetores V,
OT0W, onde v, = °(0), com
B:(-£0] - We B(0) = p;

0O dobro de uma superficie com bordo

3
Considere os dois subconjuntos de R
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Df Z{(Xl,Xz,XB)/Z:meX2+yzsl}
D? :{(XI’XZ’XS)/Z:_mexz"'yle}

DZUD?.

. 2
¢ veja que a esfera unitiria S =

Figura 3.

Essa construcio geométrica é o que se chama o

dobro do disco D , também notado por D=5

A construgio informal acima carece de precisio,
uma vez que a estrutura diferenciivel no dobro
depende da estrutura em cada cépia, ou seja, a
questdo nio ¢ somente de uniio de conjuntos, pois,
comegando a operagio com duas “calotas” menores,
isto é, com bordo nio sendo circulo maximo, nao se
tem diferenciabilidade como superficie do espago
euclidiano. A superficie resultante é parecida com
uma bola de “futebol americano” com uma “quina”.

Figura 4.

O dobro de um disco, nas condi¢goes acima, nio é

3
uma superficie diferencidvel em R .
Observe que, para realizar essa operagio, precisou-
2

. . 2 2
se “sair” do espaco ambiente de D, que é R.
A mesma operagio com a faixa de Moebius

compacta ¢ com bordo M

Figura 5.
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4
precisa de, no minimo, do espago R para realizar,
2 2
M =K,
2
onde K ¢ a garrafa de Klein. Nesse exemplo, mesmo

como uniio de subconjuntos, os interiores se
2
interceptam, ou seja, KK nio “cabe” no espago

3
euclidiano R como superficie sem auto-intersecgao.

2
A razio mais geral é que K nio mergulha no espago
cuclidiano de dimensio 3.

Figura 6.

Para realizar esta operagio com precisio,
constréi-se o dobro de uma superficie como espago
quociente. O que se faz é abstrair-se do espago
ambiente e tomar a superficie como objeto abstrato,
com estrutura diferencidvel ou, mais geralmente,
como variedade diferencidvel.

Seja W uma superficie com bordo e considere
duas cépias de W
W, = Wx{0} e W, = Wx {1},
onde 0W, = OWX{0} e oW, = oWx{1}.

Tomando Z = W lIW, soma disjunta de W,
com W, defina a relacio de equivaléncia em Z por:
(x,0)R(x,1), parax O oW.

O dobro de W ¢é definido por 2W = Z/R, o
espago quociente obtido de Z pela relagio de
equivaléncia R

Exemplos
1. SeW =IH "= { (Xg...%) / %20} O R,

A

> OHT =oH"

Figura 7.
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tem—seZHm=RmondeHr_n={ (XtyeesX) / Xn<0}

m

2. Se D2={(x X% )/z=1-x2 - y’ex? +y? <1},

2 2
entiodD = S.

. P

" $((0,0) =xOS?

Figura 8.

316 q)ZDE - ‘82

sdo parametrizagdes em torno de XUAW, entio

2
Observe que, se ¢,: D5 -

2 . o
¢: D - 9,09, serd uma parametrizagio em torno

de xO2W.,

A estrutura diferencidvel em 2W ¢ dada a partir
da estrutura em W. Para isto deve-se usar uma
vizinhanga tubular de OW em W. Para maiores
detalhes, veja Lima (1981, p.32). Em particular, em
Lima (1981, p.62), mostra-se que a estrutura
diferencidvel nio depende da vizinhanga tubular
escolhida.

O teorema de Poincaré- Hopf para superficie com
bordo

O teorema de Poincaré- Hopf para superficies
compactas ¢ sem bordo é um dos resultados mais
surpreendentes da topologia, pois relaciona objetos
de naturezas distintas, a saber, a caracteristica de
Euler, que é um invariante topolégico ¢ o indice de
um campo vetorial, que é um invariante diferencial.

Teorema (Poincaré-Hopf). Se um campo
diferencidvel de vetores tangentes a uma superficie
compacta M tem apenas um ndmero finito de
singularidades, entio a soma dos indices locais dessas
singularidades é igual a caracteristica de Euler-
Poincaré de M.

Em outras palavras,

D i(v, p) =x(M),

pOS(V)
onde:
S(v)={pM;v(p)=0} ¢é finito, AM)=@ i(v,p) é o indice local na
singularidade p e X(M) é a caracteristica Euler da superficie M.

A demonstragio deste teorema pode ser
consultada em Milnor (1965) ou Lima (1985).

n
Seja v: W - R um campo vetorial diferenciivel

2

sobre a superficie W. Dizemos que V ¢é exterior
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(respectivamente interior) a W se V(X) é exterior

(respectivamente interior) a W para todo XOoW.

Exemplo:
tome V: D° - R’ dado por V(Z) = Z", mostra-se
que i(V,O) =n

1(v,0) = 1 = x(D2) Figura 9 i(v,0) = 2 = x(D?)

Figura 9.

Serd util entender como se constréi um campo
de vetores sobre 2W, a partir de um campo dado
sobre W. Suponha que se tem V um campo vetorial

sobre W, com V(X) “normal” e exterior a W para

todo X O dW. Assim, tém-se campos V, €V, sobre

2

W, e W,, mas nio é verdade que V, €V, definem

um campo sobre 2W

Figura 10.

V, (Xx) parax OW,
v, (x) paraxOW,

um campo vetorial sobre 2W.
As Figuras 10 e 11 ilustram a necessidade de
inversao dos vetores ao longo do bordo,

Definindo vy(x) = { , obtém-se

Vo (X) =V, (X)

Figura 11.
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¢:D" . 9,09, uma
parametrizagio local em torno de X£0W, dada por
o0 | #:00 0D

d,(x);xOD"
onde ¢,:D - 39,ep,:D" -9, sio

parametrizagdes, com 790 ed ; abertos em Wy e W,

pois  considerando

respectivamente, entio V1( X)= ¢1( 0)(a 1 ) onde
O, ¢ exterior a HY, e VO(X) = (I)‘O(O)( a, ) com
O, exterior a H™. Como as parametriza¢ées numa
superficie com bordo preservam as posigdes

interiores e exteriores dos vetores, respectivamente
W e Wy, teremos uma ambigiiidade.

Teorema (Poincaré-Hopf para superficie com
bordo). Seja W uma superficie com bordo, de

n
dimensio m ¢ V: W - R, um campo vetorial
diferencidvel com

S(v)={pOM;v( p) =0} ¢ finito, d(M) # ¢, S(vV)n OW =@ e véexterioraW >

entao
. i(v,p) =x(W).
pas(v)

Uma maneira de mostrar esse teorema ¢
construir, a partir de V, um campo W sobre o dobro
2W,onde ja sabe que

D i(v, p) = x(2W),
pUS(v)
pois, 2W é uma superficie sem bordo, lembrando

2

que, se V nio é exterior ao longo do bordo, o

resultado € falso. Por exemplo, tome W = D?eVo

campo constante; com isto (V) =@ e Zi(V, p)=0,
pOS(v)

sendo que X(D?)=1. Mais geralmente ¢ ficil
mostrar que toda superficie com bordo admite um
campo vetorial sem singularidade.

Sejam W U R" uma superficie diferencidvel,
com bordo e compacta. Para cada XTJOW, T,0W é um

subespago vetorial de T,W. O complemento ortogonal de
T.OWem T,W ¢ definido por:

ToW? ={vOTW/ <v,a >= 0,a 0T, 0W},

n
onde <.,.> denota o produto interno usual em R.

Proposicao. Seja V um campo vetorial
diferencidvel exterior a W, com S(V) finito. A partir
de V, pode-se obter um campo vetorial W sobre W,

de modo que:
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Div,p)= Di(w,p)

paS(v) paS(w)
e W(X)OT,0W" paratodoxJoW .
Demonstragdo. Para x aW, tem-se

TW=T,0wW [ TXGWD, logo pode-se definir
um campo vetorial V sobre OW, dado por:
V(X) =1 (V(X), onde T, :TW - TW ¢ a
proje¢io ortogonal, segundo o subespaco TXaWD.

Agora tome uma extensio qualquer de V sobre W,
de modo que se anule fora de uma vizinhanga
“colar” de W, V (OW). Essa extensio ¢ também

chamada de V (para vizinhanga “colar” do bordo,
veja Lima (1985, p.51).

(W)
'G%x) ()
viaw)
| x w(x)
Figura 12.
Tomando W(X) =V(X) —=V(X), tem-se o
campo desejado. Para isto, deve-se tomar a
vizinhanga V(0W), de modo que

S(V) nV(OW) =¢, e que V(X) % W(X) para
todo X[V (OW). Isto é possivel, pois V(X) #0
para XDV(@W), e V,\7 sao continuos.

Agora, sem perda de generalidade, pode-se
admitir V normal ao longo do bordo, isto é,

v(x)OT,0W" paratodoxdoW, e vV
constante em cada “segmento” {X} X [— ll] , através

de um difeomorfismo f :V(OW) - dW x [— ll]

da vizinhanga “colar” fechada. Para simplificar a
notacio, assume-se:

i(v)= > i(v,p).
pOS(v)

Se V:W - R ¢ um campo vetorial, a derivada
de V, de ZTpW - TpW para PO S(V). Se
deé nio-singular, P chama-se um zero nio-

degenerado do campo V.
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Fatos
pOS(v)
i(v, p) = %1, de acordo com det(dV,) ser

positivo ou negativo;

1. se ¢ nio degenerado, entio

2. se M ¢ uma superficie, ¢ V é um campo
vetorial diferencidvel sobre M |, entio existe
sobre M um campo vetorial diferenciivel

2

W nio-degenerado, isto ¢é, para todo
pS(w), de ¢ nio singular, ¢
i(v) Zi(w) .
Esses fatos tém demonstracdes técnicas, que
podem ser vistas em Garcia (1978) e Milnor (1965).
Demonstragdo do teorema. Suponha que V seja

“constante”, no sentido ji dito, numa vizanhanga

tubular fechada OW em W.

Tomando W, =W X{O} e W, =W X{ duas
copias de W, obtém-se V, sobre WO, e V, sobre
W,, a partir de V. Veja Figura 10.

Como se pode “colar” W0 com VVl, de modo a
obter um campo vetorial W bem definido sobre
2N =W, OW,?

A Figura 10 sugere que se defina:

| vi(x) parax OW,
W) = {— V, (X) parax W,

Mas existe uma complicagio, pois
i(v) = i(VO) = (—1)mi(—VO) (Veja em Garcia
(1978)).

* Se m € par, essa complicagio estd contornada,

uma vez que i(V) = i(—VO) e, portanto,
H(W) =i(vy) +i(=vo) =1(wy) +i(Vp) = 2 (V).

Logo, pelo teorema de Poincaré-Hopf para

superficie sem bordo, temos:

21(v) =X(2W) =2x(W), o que
i(v) = x(W).

* Se m é impar, nada se conclui da construgio
anterior. Para contornar essa dificuldade, W
serd definido sobre AW de modo diferente.
Essa nova definigio funcionard tanto para o
€aso em que M seja par COmo para O €aso em
que seja impar.

Sejam V (0W) JOW x [— ll] uma vizinhanga

implica

tubular, e V =0/0t, o campo constante sobre os

segmentos {X} X [— 1,1] para cada X [JOW.
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Considere W=V sobre a cépia W,, ¢ W= 2,

“o florescer do campo 9/dt” sobre a coépia W,
construido da seguinte maneira.
Lembrando que Z sobre OW, deve ser —V,

para que, na “colagem”, W fique bem definido

sobre AWM.

Wo v

(0o

3mgx{-1} 3Wox{0} awex{1}

Wixt}  aWxio} awyx{7}

Figura 13.

Tome um campo vetorial X qualquer sobre
oW, X{O}, com S(X) finito ¢ X nio-
degenerado. Considere X uma extensio de X
sobre W, de modo que X se anule fora de
V(OW,) ¢ em oW, x{-1}.

Seja ¢ =W — R uma funcio diferenciivel tal

que:

1 se pOaW, x{-1 O (W, - V(aW))
@x)= OsomenteparapD0W1><{O}
-1sep0oW, x{T}edg, # Opara pOaW, x{0},
com d(pp <0, segue que:
i(z,p)=-i(X,p)ei(z)=-i(X).
Agora tomando:

V, (X) parax OW,

Wx) = z( x) parax W,

conclui-se que
i(w) =i(v)+i(z) =i(vo) +i(vy) —i(X) = 2i(v) —i(X)-

Como  i(W) = x(2W)e i(X) = y(dW),
segue que

2

Notas complementares

1. Usou aqui a definicio X(M )= (-1'a;,
i1
de uma

para a caracteristica de Euler
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superficie de dimensio n, onde O, ¢é o

ntimero de simplexos de dimensio i de uma
dada triangularizacio de M. Assim, nio ¢
dificil concluir a dltima igualdade da
demonstragio acima.

2. Se M tem dimensio par, entio OM tem

dimensio fmpar e, portanto,
X(0OM ) = 0, 0onde se conclui que,
1
X(M )=§x(2M )-
3. Se W tem dimensio {mpar, entio

X(2W) =0e2x(W) =X(dW ). Ou seja,
toda superficie de dimensio par que é o bordo
de alguma superficie tem caracteristica de
Euler par. Por exemplo,
S?=0D%ex(S*)=2.
4. Se X(OW) =0, a mesma construgio feita

para campo exterior poderia ser feita para
interior. Caso X(0W ) # 0, essa construcao ¢

3
impossivel. Tome, por exemplo, v: D® - R
dado por V(X) = =X, que ¢ interiora D?, ¢
note que 1(V,0)=—1, tnica singularidade

de V,eX(D3)=1.
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