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RESUMO. O resfriamento de produtos agrí colas secos em altas temperaturas, apesar de 
té cnica e economicamente vantajoso, tem sido relegado a segundo plano porque nã o se tem 
conduzido experimentos a respeito. A razã o desses nã o terem sido conduzidos foi devido à  
ausê ncia de modelo de simulaç ã o capaz de viabilizar sua utilizaç ã o em fluxos 
contracorrentes, uma vez que a simulaç ã o matemá tica permite a obtenç ã o de resultados em 
curto perí odo de tempo e com poucos investimentos financeiros. O modelo de simulaç ã o 
de secagem em fluxos contracorrentes da MSU, o modelo mais completo atualmente 
disponí vel, tem soluç ã o de natureza logarí tmica positiva, o que dificulta sua obtenç ã o. Nova 
demonstraç ã o daquele modelo resultou em outro com soluç ã o de natureza logarí tmica 
negativa, o que lhe garante convergê ncia para o resultado. Apó s otimizaç ã o desse novo 
modelo em cada sistema de secagem onde for utilizado, torna-se possí vel dimensionar nã o 
apenas resfriamento em fluxos contracorrentes de produtos secados em altas temperaturas, 
mas també m viabiliza o dimensionamento de sistemas de secagem e de pré -aquecimento 
nesse tipo de fluxo. 
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ABSTRACT. Counter-flow cooling simulation model for agricultural products. 
Counter-flow cooling of agricultural products dried in high-temperature grain dryers have 
being left aside, although technically and economically advantageous. The main reason is 
the lack of experiments based on simulation, which can produce results in short periods of 
time with small financial investments. The MSU counter-flow cooling model, the most 
complete model currently available, has logarithmic positive solution, which makes it 
difficult to be obtained. New demonstration of the model resulted in another with 
logarithmic negative solution, which ensures the convergence to it. After optimization of 
this new model in each drying system it is used, not only counter-flow cooling may be 
done, but also pre-heating and drying can be estimated. 
Key words: simulation, counter-flow, drying, pre-heating, cooling. 

Introduç ão 

A investigaç ã o do comportamento de secador de 
grã os pode ser iniciada apó s uma hora de operaç ã o, 
para seu aquecimento. Quando se trabalha em fluxos 
contí nuos recomenda-se que cada teste se prolongue 
por aproximadamente 24 horas, a fim de ser 
observado melhor as variaç õ es climá ticas diá rias e 
aquelas de umidade inicial do produto. Cada teste 
deve ser repetido por, pelo menos, trê s vezes.  

Se assim fossem conduzidos todos os testes de 
avaliaç ã o de secadores, eles seriam caros e 
demorados. É  por isso que a maioria dos secadores 
comerciais nã o é  devidamente avaliada. Mas, a 
simulaç ã o matemá tica de secagem pode substituir 
com vantagens a maioria desses testes: (1) os custos 

sã o substancialmente reduzidos; (2) pode haver 
nú mero maior de testes; (3) pode-se investigar 
maior nú mero de variá veis e de modo mais 
independente e (4) as respostas sã o obtidas em curto 
intervalo de tempo. Assim, as mudanç as podem ser 
implementadas e seus benefí cios obtidos com maior 
rapidez.  

Há , poré m, alguns pontos bá sicos a serem 
atendidos: o modelo matemá tico para simulaç ã o de 
secagem deve ser o mais adequado possí vel e o 
usuá rio deve conhecer os crité rios matemá ticos do 
modelo e as té cnicas de engenharia de secagem. 

Diversos modelos matemá ticos foram estudados 
para simular principalmente a secagem de grã os e 
legumes em geral. Hukill (1974) desenvolveu o 
primeiro modelo matemá tico para simulaç ã o de 
secagem com ar ambiente. Bloome e Shove (1971) 
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apresentaram modelo que assume a existê ncia de 
quase equilí brio entre o ar de secagem e o produto, 
em cada camada, avaliado por uma equaç ã o de 
umidade de equilí brio do produto. Nessa mesma 
linha de raciocí nio, Thompson et al. (1974) 

desenvolveu outro modelo na Purdue University. 
Seus trabalhos foram aperfeiç oados por Morey et al. 
(1976) e Thompson et al. (1986). Esses modelos 
pretenderam atender à s expectativas de Boyce (1966) 
e Henderson e Henderson (1986). Fortes e Okos 

(1978) apresentaram modelo baseado no conceito de 
irreversibilidade termodinâ mica, onde os fluxos de 
lí quido e de vapor sã o expressos pelos gradientes de 
temperatura e de umidade relativa de equilí brio. 
Njie e Rumsey (1993) desenvolveram um modelo 
para predizer a umidade e temperatura de produto 
secado naturalmente ao sol. 

Modelos matemá ticos com base em aná lise 
teó rica de fí sica de secagem foram desenvolvidos na 
Michigan State University (Bakker-Arkema et 
al.,1970) e na Newcastle University (Nellist, 1974). 
Se os outros modelos priorizavam a secagem com ar 
ambiente, esses també m atendiam a ela, mas foram 
voltados para o estudo de secagem em altas 
temperaturas. Os modelos da Michigan State 
University, conhecidos como modelos de secagem da 
MSU, simula sistemas de secagem em camada fixa, 
em fluxos cruzados, em fluxos concorrentes e em 
fluxos contracorrentes. Os dois primeiros sã o 
compostos, cada um, por trê s equaç õ es diferenciais 
parciais e uma equaç ã o de secagem em camadas 
finas. Esses sistemas de quatro equaç õ es sã o 
resolvidos por mé todos numé ricos. As equaç õ es 
diferenciais do modelo em fluxos concorrentes sã o 
ordiná rias, o que permite que sejam resolvidas 
analiticamente por algorí timos. O modelo em fluxos 
contracorrentes també m é  descrito por um sistema 
de trê s equaçõ es diferenciais ordiná rias e uma 
equaç ã o de secagem em camadas finas. Poré m, o 
sistema é  um problema de contorno em dois pontos: 
conhece-se as condiç õ es de entrada do produto em 
um lado do sistema e aquelas do ar de secagem, no 
outro lado dele. Isso torna a soluç ã o matemá tica 
mais difí cil do que para o modelo em fluxos 
concorrentes, em especial na forma em que o 
modelo em fluxos contracorrentes foi desenvolvido. 

O princí pio de troca de energia e massa em 
fluxos contracorrentes pode ser de alta eficiê ncia se 
adequadamente dimensionado. O uso desse 
princí pio tem sido indicado para aumentar a 
eficiê ncia de sistemas de secagem e para sua maior 
economia. Tem sido proposto o uso de resfriamento 
em fluxos contracorrentes para secadores em fluxos 
cruzados (Dalpasquale e Bakker-Arkema, 1981) e 

para aqueles em cascata (Dalpasquale, 1996). No 
primeiro tipo de secador, essa forma de resfriamento 
ajuda a minimizar danos no produto, diminuindo o 
estresse té rmico causado pela temperatura do ar 
ambiente. Nos secadores em cascata, pode-se fazer 
economia com menor nú mero de calhas na seç ã o de 
resfriamento do secador. 

O modelo MSU em fluxos contracorrentes foi 
resolvido aplicando-se programaç ã o invariante, 
buscando-se a melhor soluç ã o (Bakker-Arkema et al., 
1970). Esse modelo tem permitido soluç õ es de 
cunho apenas teó rico, com aplicaç õ es restritas desses 
resultados (Roth et al., 1973; Bakker-Arkema et al., 
1974; Thompson et al., 1986). Tais resultados foram 
de difí cil obtenç ã o e para condiç õ es bastante 
limitadas, o que impediu evidenciar alguns dos 
principais aspectos da simulaçã o matemá tica, como a 
versatilidade de investigaç ões com a variaç ã o de 
parâ metros. 

Soluç õ es matemá ticas mais simples tenderã o a 
popularizar o emprego de resfriamento de produtos 
agrí colas em fluxos contracorrentes, agregando-lhes 
resultados economicamente compensadores. Com o 
intuito de estimular o uso generalizado desse 
princí pio de transferê ncia de energia e massa, o 
presente trabalho propõ e: 

a) alterar o modelo da Michigan State 
University em fluxos contracorrentes, a fim 
de que tenha soluç ã o matemá tica rá pida e de 
natureza convergente; 

b) mostrar aplicaç õ es do novo modelo para 
dimensionar a seç ã o de resfriamento de 
secadores de produtos agrí colas. 

Material e métodos 

O presente trabalho analisou o comportamento 
matemá tico das equaç õ es diferenciais que compõ em 
o modelo MSU em fluxos contracorrentes. Por ter 
soluç ã o de natureza logarí tmica positiva, nova 
demonstraç ã o do modelo de secagem em fluxos 
contracorrentes da MSU foi feita, tomando-se como 
ponto inicial do sistema o lado de entrada do ar, 
conforme pode ser observado no volume de controle 
mostrado na Figura 1. Os balanç os de energia e de 
massa foram os mesmos usados no desenvolvimento 
do modelo original, onde o ponto inicial do sistema 
era no lado de entrada do produto. Assim, as novas 
condiç õ es de contorno passaram a ser: 
T (0) = T (entrada)  => temperaturas do ar  (1) 
θ(L) = θ (inicial)  => temperaturas do produto (2) 
RM (0) = RM (entrada) => umidades do ar (3) 
U (L) = U (inicial)  => umidades do produto (4) 
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Figura 1. Volume de controle para aná lise de trocas de energia e 
massa em fluxos contracorrentes 

A nova proposta para o sistema tem como 
positivo o sentido ascendente do fluxo de ar e 
negativo, a descida gravitacional do produto sendo 
resfriado. Para atender esse crité rio, o processo de 
transferê ncia de massa do produto precisa ser 
analisado como se ocorresse reumedecimento nele, 
porque suas condiç õ es finais devem coincidir com 
aquelas iniciais do ar, uma vez que, agora, a soluç ã o 
matemá tica inicia na saí da do produto.  

A soluç ã o do sistema resultante de equaç õ es 
diferenciais ordiná rias é  iterativa até  que as 
condiç õ es iniciais do produto sejam atingidas, a 
partir das condiç õ es de entrada do ar. Isso se 
consegue alterando a estimativa da quantidade de 
umidade removida. Essa quantidade é  subtraí da do 
valor da umidade de entrada do produto e o novo 
teor de umidade é  usado como umidade inicial no 
processo de reumedecimento da camada, no ponto 
x = 0. A fim de facilitar a identificaç ã o correta 
dessa quantidade, dentro de crité rios de erro pré -
estabelecidos, usou-se a Regra Dourada (Rao, 
1979): 

 
∆U = QUmá x –  0,618 * (QUmá x –  QUmí n) (5) 

 
onde, 
∆U - quantidade necessá ria de umidade a ser 
removida; 
QUmá x - quantidade excessiva de umidade a ser 
removida; 
QUmí n - quantidade insuficiente de umidade a ser 
removida. 

 
Na primeira tentativa, a quantidade necessá ria de 

umidade a ser removida é  indicada de modo 
aleató rio. Se, na primeira iteraç ã o da equaç ã o 5 a 
estimativa da umidade de entrada do produto for 
superior à quela real da condiç ã o de contorno, essa 
quantidade de umidade a ser removida inicialmente 
alocada assume a posiç ã o de quantidade insuficiente 

de umidade a ser removida, pois nã o foi possí vel 
atingir o valor desejado. A quantidade excessiva de 
umidade a ser removida é  obtida dobrando-se aquela 
da quantidade insuficiente. Se, porventura, a 
estimativa de umidade de entrada do produto for 
inferior à quela da condiçã o de contorno, a 
quantidade empregada como umidade necessá ria a 
ser removida é  usada como quantidade excessiva de 
umidade a ser removida e a quantidade insuficiente é  
definida como a metade da excessiva. Define-se, 
assim, os valores iniciais da equaç ã o 5, usada até  
atingir o ní vel de precisã o desejado para a umidade 
inicial do produto. 

O novo modelo MSU para resfriamento em 
fluxos contracorrentes foi resolvido pelo mé todo de 
Runge-Kutta de Ordem Quatro. Analisou-se uma 
camada de milho com 0,5 m de espessura em um 
processo de resfriamento. O incremento de tempo 
foi de 0,005 horas, apó s aná lise do comportamento 
da equaç ã o de secagem em camada fina. A 
velocidade do produto pela camada foi a razã o entre 
a quantidade de milho (quilogramas por hora, por 
metro quadrado) e a sua massa especí fica aparente 
(quilogramas por metro cú bico). O incremento em 
espaç o foi obtido multiplicando-se a velocidade do 
produto pelo incremento em tempo. 

A té cnica numé rica foi aplicada na equaç ã o 
diferencial de entalpia, na de umidade do ar e na de 
entalpia do produto. A umidade do produto foi 
avaliada por uma equaç ã o de camadas-finas. Neste 
trabalho, usou-se a equaç ã o proposta por Page 
(1949): 

 
RU = exp (-k . tn)         (6) 
 
com os coeficientes para reumedecimento 
apresentados por Misra e Brooker (1980) : 

 
k = exp(-8,5122+1,2178*ln(1,8*T+32)+0,0864*Uo) (7) 
n = 2,1876 –  0,0167 * UR       (8) 

 
onde, 
RU - razã o de umidade, adimensional;  
t - tempo, horas; 
T - temperatura, oC; 
Uo - umidade inicial, base seca; 
UR - umidade relativa, decimal. 

 
No parâ metro RU é  necessá rio avaliar a umidade 

de equilí brio do produto. Neste trabalho, usou-se a 
equaç ã o de Henderson modificada: 
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onde Ue é  a umidade de equilí brio do produto, 
expressa em base seca. 

As condiç õ es de operaç ã o de resfriamento 
utilizadas na simulaç ã o foram: 

- densidade de fluxo de ar de 25 m3 min-1 m-2; 
- fluxo de grã os de 3250 kg . h-1 . m-2; 
- massa especí fica aparente do produto igual a 

750kg . m-3; 
- umidade de entrada do milho igual a 14,5%; 
- temperatura ambiente de 25oC; 
- umidade relativa de 65%. 

Resultados e discussão 

Os novos pontos inicial e final do volume de 
controle levaram ao seguinte novo modelo de 
resfriamento em fluxos contracorrentes, quando as 
condiç õ es de contorno de (1) a (4) foram usadas: 

( )θ−⋅
⋅⋅+⋅

⋅
−= T

RMcvGacaGa
ah

dx
dT '     (10) 

( ) ( )
dx
dRMGa

UcwGpcpGp
TcvhfgT

UcwGpcpGp
ah

dx
d

⋅⋅
⋅⋅+⋅

−⋅+
+−⋅

⋅⋅+⋅
⋅

−=
θθθ '  (11) 

dx
dU

Ga
Gp

dx
dRM

⋅=  (12)       (12) 

finacamadaementoreumedecimdeequação
dt
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⋅⋅⋅⋅⋅=   (13) 

 
A soluç ã o analí tica das equaç õ es (10) e (11) 

continua na forma logarí tmica, como no modelo 
original, mas com natureza negativa, o que lhes 
confere crité rio de convergê ncia para a soluç ã o 
correta. Esse é  o principal problema do modelo 
original: sua soluç ã o nã o tem convergê ncia 
garantida. Agora, se a primeira tentativa da 
quantidade necessá ria de umidade a ser removida for 
razoá vel, a soluç ã o correta é  atingida com menos de 
cinco iteraç õ es. 

Usando as condiç õ es de operaçã o de 
resfriamento apresentadas anteriormente, obteve-se 
os resultados mostrados na Tabela 1. Observa-se, na 
primeira linha, as condiç õ es de contorno referentes 
ao ar e, na ú ltima linha da ú ltima coluna à  direita, o 
valor simulado de umidade com precisã o melhor 
que 0,001, para a condiç ã o de contorno do produto. 
O comportamento das temperaturas do ar e do 
produto mostrou-se como caracterí stico de trocas de 
energia e de massa em fluxos contracorrentes. 
Comportamento semelhante foi mostrado por 
Dalpasquale (1997). 

Tabela 1. Razã o de umidade, temperatura e umidade relativa do 
ar, temperatura e umidade do produto simulados em resfriamento 
contracorrente 

Posiçã o 
(m) 

Razã o de umidade 
(kgv./kgª s.) 

Temp.ar 
(oC) 

Umid. relat. 
(%) 

Tempprod . 

(oC) 
Umidade 

(%) 

0,00 0,01290 25,0 65,0 28,8 14,33 
0,05 0,01324 30,3 49,0 30,4 14,34 
0,10 0,01363 30,8 49,0 30,8 14,36 
0,15 0,01403 31,1 49,4 31,2 14,38 
0,20 0,01443 31,5 49,7 31,6 14,40 
0,25 0,01482 31,9 50,0 31,9 14,42 
0,30 0,01522 32,2 50,2 32,3 14,44 
0,35 0,01562 32,6 50,5 32,7 14,45 
0,40 0,01602 33,0 50,7 33,0 14,47 
0,45 0,01642 33,3 50,9 33,4 14,49 
0,50 0,01678 33,7 51,0 33,7 14,51 

 
O modelo otimizado da MSU para simular 

resfriamento de produtos agrí colas, aqui 
mencionado, deve ser otimizado para cada tipo de 
secador que opera em altas temperaturas. Ele 
també m poderá  ser usado para simular secagem, 
apó s as devidas otimizaç õ es. Com isso, ele passa a ser 
um novo modelo de simulaç ã o de 
secagem/resfriamento em fluxos contracorrentes, 
que permite popularizar o uso desse processo de 
troca simultâ nea de energia e de massa em produtos 
agrí colas. Passa a ser significativamente mais simples 
simular pré -aquecimento de um produto na entrada 
de um secador contí nuo que opere em altas 
temperaturas, o que lhe aumentará  o rendimento e a 
eficiê ncia energé tica de secagem, conforme 
mostrado por Montross et al. (1997) . A secagem em 
fluxos contracorrentes, presente nos secadores de 
calhas, bastante comuns no Brasil, pode ser 
finalmente otimizada nesse tipo de secador. Por fim, 
e també m de extrema importâ ncia, o resfriamento 
de todos os tipos de secadores contí nuos pode passar 
a ser em fluxos contracorrentes, melhor opç ã o 
té cnica e econô mica, pois essa porç ã o do secador 
pode agora ser facilmente otimizada com essa nova 
versã o de modelo matemá tico para simulaç ã o de 
secagem/resfriamento. Para todos esses casos, e para 
produtos agrí colas outros que o milho, há  
necessidade de se desenvolver equaç õ es de 
reumedecimento em camadas finas, pois é  assim que 
o processo é  analisado neste novo modelo de 
simulaç ã o. 

Conclusão 

A natureza logarí tmica negativa das equaç õ es 
diferenciais ordiná rias referentes à s temperaturas do 
ar de secagem e do produto sendo secado deu ao 
novo modelo matemá tico de simulaç ã o de 
secagem/resfriamento em fluxos contracorrentes a 
capacidade de rá pida convergê ncia para o resultado 
correto. Isso, aliado à  equaç õ es de reumedecimento 
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em camadas finas de produtos agrí colas outros que o 
milho, permite o uso econô mico de pré -
aquecimento de produtos secados em secadores 
contí nuos, a otimizaç ã o dos secadores de calhas e o 
uso em geral de resfriamento em fluxos 
contracorrentes em todos os tipos de secador 
contí nuo usados para produtos agrí colas. Como 
conseqüê ncia imediata, os processos de secagem 
serã o mais econô micos e a qualidade do produto 
final será  superior ao que se consegue atualmente. 
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