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Uma hierarquia de testes de convergéncia de séries baseada no teorema
de Kummer *
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ABSTRACT: In this study we use Kummer’s theorem on convergence of numerical
positive series in order to construct a hierarchy of specific tests, starting from the
well-known simple criteria with a less range of application, and reaching more so-
phisticated results with a wider abrangency. We construct various examples, which
illustrate the use of such tests, and analyze situations when all the tests of the
presented hierarchy are not conclusive with respect to behavior of a series.

RESUMO: Neste trabalho utilizamos o teorema de Kummer, referente & convergén-
cia de séries numéricas positivas, para construir uma hierarquia de testes especifi-
cos, partindo dos critérios conhecidos mais simples e de menor area de aplicagdo, e
chegando até mais sofisticados e de maior abrangéncia. Construimos varios exem-
plos que ilustram a utilizagao destes testes e analisamos situagoes quando todos os
testes da hierarquia apresentada ndo sdo conclusivos em relagdo ao comportamento
de uma série.
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1. Introdugao

Em varios ramos da matematica, bem como nas diversas ciéncias, sao utilizadas
sequéncias e séries, tanto numeéricas como de fungoes. Para calcular a soma de uma
progressao geométrica, avaliar os ntmeros irracionais como m e e, ou encontrar
as caracteristicas de fractais matematicos, precisamos nos envolver com o céalculo
das séries numéricas. Em todos estes casos, uma das questoes principais sobre
o resultado procurado na forma de uma série numérica é a sua convergéncia ou
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divergéncia, e, caso houver a convergéncia, a velocidade dela. Nos problemas de
aproximagao, calculo de integrais, resolugao de equagoes diferenciais e integrais, as
representagoes de fungoes via séries, muitas vezes, sao técnicas indispensaveis para
encontrar a solucao desejavel. No entanto, mesmo tratando das séries de fungoes,
é evidente que muitas das suas caracteristicas sao baseadas nas propriedades das
séries numeéricas. Portanto, utilizando as séries numéricas ou de fungoes, pre-
cisamos aplicar direta ou indiretamente as propriedades de convergéncia das séries
numéricas.

Os testes basicos da convergéncia de séries numéricas, tais como da razao e da
raiz, sdo bem conhecidos e usados, mas nao sao aplicaveis a varios tipos de séries.
Neste caso, testes mais finos devem ser empregados, varios destes com a formulagao
nao muito mais complicada do que a dos basicos, mas com certeza menos conhecidos
e acessiveis na literatura. Além disso, tendo em vista a inexisténcia de um teste
universal aplicvel a todos os tipos de séries [4, 6], torna-se importante estabelecer
e expor em forma sistematica a hierarquia de testes de refinamento sucessivo, de
tal modo que o préximo teste da familia é aplicavel a um conjunto de séries mais
amplo do que o seu predecessor.

Especificamente, neste trabalho nos concentramos na sistematizagao da abor-
dagem de Kummer [2, 4, 7], incluindo a formulagio geral do seu resultado e as
consequéncias dadas em ordem crescente de complexidade, isto é, dos testes mais
simples e de menor area de aplicacdo, até mais sofisticados e de maior abrangén-
cia. Em particular, apresentamos dois novos testes, os quais ajudam a revelar a
logica por tras da construcao da hierarquia apresentada baseada na abordagem de
Kummer. Para ilustrar o material teérico, construimos varios exemplos de séries
cuja convergéncia nao pode ser revelada pelos testes mais simples, mas pode ser
estabelecida aplicando os mais finos. Além disso, analisamos a situacdo em que
nenhum dos testes da hierarquia apresentada é capaz de reconhecer a convergéncia
ou divergéncia de certa série. Em tais casos devem ser usados testes de outros
tipos.

2. Revisao de alguns resultados basicos

Nesta segao apresentamos uma breve lista dos resultados, que se encontram em
livros cléassicos de anélise e calculo [6, 8, 10], os quais utilizaremos no desenvolvi-
mento da teoria de Kummer nas préximas segoes.

Definicao. Uma série Y a, é chamada convergente, se existe o limite finito das
somas parciais desta série. Caso contrdrio a série € dita divergente.

Observacao. Para simplificar notagdes, ira se entender por Y a,,, a série ::Z;

peN.

anv

Condigao necessaria de convergéncia. Se uma série > a,, é convergente, entao
o termo geral a,, tende a zero quando n tende a infinito.
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Observagao. Equivalentemente, se a, nao tende a zero quando n tende a in-
finito, entdo Y a, diverge (por isso, o resultado é chamado, também, de teste da
divergéncia).

Critério de convergéncia para sequéncias mondétonas. Uma sequéncia mond-
tona converge se, e somente se, ela € limitada.

Neste estudo, serdo consideradas apenas séries de termos positivos, isto é, séries
da forma Y a, com a, >0, n =p, p+ 1, .... Vamos chamé-las, também, de séries
positivas. Os trés resultados a seguir sao validos para tais séries.

Teorema de comparagdo. Sejam as séries de termos positivos > a, € . by,
onde 0 < ap, <b,,n=p, p+1, ... Sea séried b, convergir, entio > a, também
serd convergente. De modo equivalente, se a série Y a, divergir, entdo »_ b, serd
divergente.

Teste integral. Seja > a, uma série de termos positivos. Se existe uma fungdao
f(z) definida em [p,+0), continua e mondtona neste intervalo, e, além disso,
f(n) = an, Yn, entdo a série > a,, € a integral f:oo f(x)dx, convergem ou divergem
simultaneamente.

Critério de convergéncia para séries positivas. Uma série de termos posi-
tivos converge se, e somente se, a sequéncia das suas somas parciais € limitada.

Observacgao. Estes ultimos trés resultados sao validos, também, para séries de
termos nao negativos.

Relembramos, também, a regra de L’Hospital, que utilizaremos com frequéncia
a seguir.

Regra de L’Hospital. Sejam as fungoes f(z) e g(x) diferencidveis numa vizin-

hanca perfurada do ponto a, com a derivada da fungao g diferente de zero. Supoe-se

também que lim f(x) = lim g(z) =0, ou lim f(z) = oo e lim g(z) = £oo. Nes-
r—a r—a r—a T—a

(x ~ . VT €T ~
sas condigoes, se existir o limite de lim f,(L) , entdo existird lim @) o estes serio
z—a 9'(%) T—

o 9(z)’

1guaLs.

Finalmente, introduzimos as seguintes notagoes que serao usadas nas proximas
secoes:




86 L. BOURCHTEIN, A. BOURCHTEIN, G. NORNBERG, C. VENZKE

1 an 1 .
K,=—" — ——, onde dn,com d, >0, diverge. 4
dn Ap+1 dn+1 Z g ( )

3. Teste de Kummer e suas consequéncias

O seguinte teorema conhecido servira de base para a construgao de uma hierar-
quia de testes refinados para investigagao do comportamento de séries. Para forma
completa da exposicao, apresentamos este resultado junto com sua demonstragao
(2, 4, 7].

Teorema (teste) de Kummer. Seja uma série Y a,, de termos positivos. Além
disso, consideremos K, dado por (4), onde > d, € uma série auxiliar, também de

termos positivos, divergente. Suponhamos que lim K, = K. Logo:
n—roo
1) Se K >0, entdo a série Y a, converge;

2) Se K <0, entao Y a, diverge.

Prova
1) Consideremos liIJIrl K, = K, K > 0. Da definicao de limite, segue que
n—-+0oo
Ve > 0, (particularmente para e = %), existe N tal que Vn > N, temos:
n _ K 3 n n
(d% ) aiﬂ _ dn1+1) > K — e = 5, implicando que a, 1 < % (Z— — ZE)

E disto, obtemos:

n+1
> a <2(‘1N_an+1> 2.
N YT K \dy  dps K dy

Logo, analisando as somas parciais, podemos ver que estas sao limitadas:

n+1 N n+1 9 a
Sn_;,_]_— Ay = G;»U—i— GU<SN+E'E—C,VTL,
v=1 v=1 v=N+1

onde ¢ é uma constante. Assim, como {S,} é limitada superiormente e também
crescente, segue que existe o limite finito lim .S, = S, implicando na convergéncia

n—-+4oo
de " ap,.
2) Consideremos 1ir_1£1 K, = K, K < 0. Da definicao de limite, segue que
n——+0oo

Ve > 0, (particularmente para € = —%), existe N tal que Vn > N, temos:
(d% . aiil — d,,1+1> <K+4e= % < 0, e entao a,41 > %:dn+1.

Logo, antm > %dN—&-mv Vm € N. Pelo teorema de comparacao, como a,, > c-d,
e > d, diverge da condigdo inicial, entdo Y a, diverge.

Observacdo 1. E importante notar que a divergéncia da série > d, é usada
somente na segunda parte da demonstracao, visto que na primeira, Y d,, pode ser
qualquer.

Observacao 2. O teorema de Kummer, assim como qualquer teste especifico
decorrente dele, pode ser formulado, também, na forma sem limites [4, 7, 11]. E
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interessante notar que esta foi a forma original da sua formulagao proposta por
Kummer e Dini [7, 9, 11]. No entanto, nesse estudo, consideramos, na maioria dos
casos, os testes com limites, o que é mais usado na pratica.

Conforme a atribuigao de valores para d,,, é possivel construir testes de diversos
graus de refinamento, como é visto a seguir.

Corolario 1. Tomando d,, = 1 para o teste de Kummer (é facil verificar que a
série Y d, diverge, porque d, nao tende a zero quando n tende a infinito), temos
a relagao de que K, = D,, — 1, onde D,, e K,, sao definidas pelas formulas (1) e
(4), respectivamente. Entdo obtemos o seguinte teste bem conhecido como um caso
particular do teste de Kummer [3, 4, 6, 10]:

Teste de D’Alembert (ou teste da Razao). Dada a série Y a,, suponha que
lim D,, = D. Assim:

n—00

1) Se D > 1, entdo Y a, converge;

2) Se D < 1, entao Y a, diverge.
Corolario 2. Se escolhermos d, = = no teste de Kummer (nota-se que a série
Z L diverge), entio K, = R, — 1, onde R, e K,, sdo definidos pelas expressoes
(2) (4). Desta maneira, o teste a seguir é construido [2, 4, 6, 7].
Teste de Raabe. Considere uma série > a,, e admita quenlingo R, = R. Logo:

1) Se R > 1, entdo Y a, converge;
2) Se R < 1, entao Y a,, diverge.

Corolario 3. Tomando d., nlnn no teste de Kummer (é fdcil provar, us-
ando o teste integral, que a série Y nlln diverge), encontramos que K, = B, —
(n+1)In (1 + n), onde B,, e K,, sao definidos pelas expressées (3) e (4), respec-
tivamente. Assim, chegamos ao sequinte teste [2, 4, 7]:

Teste de Bertrand. Seja a série Y a,. Suponha que nh_)rrgo B,, = B. Assim:

1) Se B > 1, entdo > a, converge;
2) Se B < 1, entao > a, diverge.

Corolario 4. Como consequéncia dos Coroldrios 1, 2 e 3, obtemos o teste de
Gauss [2, 4, 7].
Teste de Gauss. Dada a série Y . a,, suponha que —22— o
e 0, limitada. Logo:

1) Se A > 1, entao Y a, converge e caso X < 1, esta diverge;

2) Se A =1, sendo p # 1, temos que Y a,, converge se 1 > 1, e diverge quando
w<l1;

3)SeA=1epn=1, asériec ) a, diverge.

Prova

1) D = Jim D, = 7}1_{20@@11 = nli_)néo()\—i—%—i-%) = X, onde A # 1 e as
conclusdes seguem diretamente do teste de D’Alembert.

o —)\Jr%JrZ—’;, comy > 1
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an I I 6,
An+41 1) = lim (p”+ nY—1

n—oo

2) R= lim R, = lim n(
n—oo n—oo
teste de Raabe é aplicado.

3) B:nlLIr;an:Jeréoln n (n (“—1:1—1)—1) :nli_{réoln n (n (1—1—0—")—l)znli_{r;O Inng —0<1,

)zmonde,u#leo

a n ' nY nr1

pois 6, é limitada e v > 1. Segue desta tltima a divergéncia pelo teste de Bertrand.

Seguindo essa linha de construgao de testes mais refinados, baseados no teorema
de Kummer, vamos introduzir dois novos testes que tém abrangéncia ainda maior
que os ja apresentados. Nesses testes utilizaremos as seguintes notagoes:

A, =lnlnn- {lnn~ [n (GZL —1> —1] - 1} (5)
Zn zlnlnlnn-{lnlnn- [lnn- (n (ajil —1) —1) —1] - 1}. (6)

Teorema 1. Seja uma série . a,, a, > 0. Suponhamos que nhﬁrr;o A, = A, onde
A, ¢é dado pela férmula (5). Assim:

1) Se A > 1, entao > a, converge;

2) Se A < 1, entao ) a, diverge.

Prova

Consideremos K, dado pela expressao (4), com d,, = 31—
vergéncia de Y d, facilmente verificada pelo teste integral). Entao

(sendo a di-

K, =nlnnlnlnn an

—(n+1)In(n+1)Inln(n + 1)
Ap+1

=Inlnn {nlnn n —(n+1) <1nn+ln <1+1)>}
An+1 n

—(n+1) <1nn+1n (1+;)) n <1+h1(1h41'n1/n)>

Inn
1 1 n 1 1 1 In(14+1/n)
I 1n<1—|—> -1n(1+n(+/”))
n n

Inn
—n+1ln<1+1> .ln<1+ln(1+1/n)>’
n n Inn

onde L, =Inlnn (1 - (n+1)In (14 1)).

E simples verificar que o terceiro aditivo tem limite igual a 1 e o quarto, a 0.
Para o calculo do limite de L,,, passamos a usar fungoes de variavel continua, visto
que vamos aplicar a Regra de L’Hospital varias vezes. Por simplicidade, trocamos
% por z, tendo em mente que as fungoes de x serdao continuas. Assim:

1 — (1 In(1
lim L,= lim Inlnn({l—(n4+1)In{14— — lim 2 (1+2)In(l+2)
n—+o0 n—+o0 n z—0+  z(ln(—Inz))~!




CONVERGENCIA DE SERIES BASEADA NO TEOREMA DE KUMMER 89

—In(1+x) 1 ) 1 . (In(~Inz))*Inz
= lim . =lim —- lim ——*—
z—0+ In(-Inz))~1 (I—(lnz)~(ln(-Inz))~1) z—ot 1+x z—0+ 1/x
_ _ 2 _
— lim 2In(—Inz) + (In(-Inz)) — lim 2+ 2In(-Inz) — lim 2x _o.
0+ —x~1 a—0+ x llnx e—0+Inz(l —Inz)
Logo,
K= lm K,= lim (A, +L,)—1= lim A, =K-1=A,
n—+00 n—+00 n—+00
sendo A = EIE A,,, e seguem diretamente as conclusoes do teste de Kummer, ou

seja:
1) Se K >0« A > 1, entdo a série dada converge;
2) Se K <0< A < 1, esta diverge.

Teorema 2. Seja uma série Y an, a, > 0. Suponhamos que nh—>Holo Zn =272, com
Zy, definido por (6). Assim:

1) Se Z > 1, entao Y a, converge;

2) Se Z < 1, entao ) a, diverge.

Prova

Consideremos K, dado pela formula (4), com d,, = —— lnln_ln ST
divergéncia de Y d,, verificada a partir do teste integral). Logo:

(sendo a

K,=nlnn-lnlnn-Inlnlnn- —(n+1n(n+1)-lnln(n+1)-lnlnln(n+1)

Ap+1

=nlnn-Inlnn-Inlnlnn - an

—(n+1)In(n+1)Inlnn-lnlnlnn

In (1 + 1/n)>

Inn

Ap+41

—(n+1)In(n+1)Inlnlnn - In <1 +

In (1 ROEL/n)
(n+1)ln(n+1)'<1nlnn+ln (1+1n(1+1/n))>~ln 1+ ( : )

Inn Inlnn

an

= lnlnlnn-[nlnn~lnlnn —(n+1)lnn-lnlnn—Inlnn— 1} +Inlnlnn-Inlnn

an+1

- {1(n+1)~ln <1+;>} +lnlnlnn- [1(n+1)~lnn~ln (1+m(1+1/”))]

Inn
—(n+1)-In 1—&—1 In 1+M Inlnlnn—(n+1)In(n+1)-In 1+M
n Inn Inn

In(1+1/n)

.<lnlnn- <ln <1+h1(11:nl/m>>1+1> o 1+ln(1+T)

Inlnn
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:Zn+Un+En_Gn_ann7
onde Z,, é dado pela formula (6),

U,=Inlnlnn-Inlnn - {1 —(n+1)-In (1+ 1)] :
n

E,=Inlnlnn- (1—(n+1)'1nn-ln (1+1n(1+1/n))>7

Inn
Gn,=(n+1)-In <1+ 1) -In <1+ ln(1+1/n)> -lnlnlnn,
n Inn
In(1+ l/n))

= 1)1 1)-1 1
Jpn=Mm+1)In(n+1) n( + I

Tty 1
eEEYm
i (1 B0 \ )

Inn

,=1n|1
p n + Inlnn

E facil de ver que lim p,, = 1. Também:
n—-+4oo

lim J, = lim (1+i>.<1+ln(1+1/n)>

n—-4oo n——4oo ln n

Inn
1\" In (1 1 Tn(1+1/n)
.m<1+).m(1+n(+-ﬂ0> _
n

Inn

E ainda, temos:
. . 1 \"
lm G,= lim (14+—) -In{1+—
n—-+oo n—-+oo n n

Inn
1 1 1 In(1+1/n) 1 1 1 1
.m(L%n<+/m) .m(LF).nnnnzo
n

Inn Inn

Para calcular os limites de U, e E,, passamos & variavel continua (trocando %
por ) para poder usar a regra de L'Hospital. Assim, calculando o primeiro limite:

lim U, = lim z—(1+z)n(1+x) Y —In(1+x)

notoo " an0t gz (In(—lnz)) " (InlnClnz) ™ 20t (In(—lnz))  (InlnClnz)) "

1 -1 -1 -1 —1\ !
. lim (1—(lnx)_ S(n(—Inz) "' — (nz)"" - (n(—nz) " (nln(—Inz)) )

z—0t

= — lim M lim In(~Inz) - Inln(-Inz) = lim M
z—0t X z—0t x—1 20+ 1 . lnz
x
- =0.

o0+ In - In(—Inz)-(Inz—1)
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Passando ao segundo, temos:

Inx

r-(nz)"'+(1+2)n (1 - M)

lim F,, = lim — )
n—+4oo z—0T z-(lnz)”" - (Inln(—Inz))

= lim (1 —(Inz)"' = (Inz)"" - (In(=Inz))"" - (In ln(—lnac))fl)_1

z—01

_ In(14x) In(1+z)
(h’l JJ) ! +Inz-In (1 - lnww ) + a:-(lna:fln?:1+m))

=0+ (Inln(—Inz)) ™"
—Inax
_ In(T+z) _
i In In( lnaz)Jr lim 1o 17111(1+x) ‘In(1+2) Inln(—Inz)
-0+ Inx z—0 Inx x —z~1
+ lim In(1 + x) . Inln(—1Inz) —0
=0+ x Inz —In(1 4 2)
Logo,
lim (Z,+Up,+FE,—Hy,—Jp-pp)= lim Z,-1=Z-1=K.
n—-+oo n——+oo

Ou seja, lim Z, = K + 1= Z. Portanto:
n——+oo

1) K >0< Z > 1, e a série converge;
2) K <0& Z <1, e a série diverge.

Observagcao 1. A partir das construgoes feitas nessa se¢ao, podemos concluir
que a hierarquia apresentada dos testes, baseados no teorema de Kummer, segue a
seguinte ordem: comecando do mais simples teste de D’Alembert, passando para o
de Raabe, depois o de Bertrand, teorema 1 e teorema 2, estes cada vez aumentam
a area da sua aplicacao.

Observacao 2. Testes ainda mais finos podem ser construidos de modo anélogo
a partir do teste de Kummer, usando as séries divergentes > d,,, em que

dn, = (n~lnn-lnlnn-lnlnlnn-lnlnlnlnn)_l7

d, = (n-lnn-lnlnn~ln1nlnn-1nln1nlnn-lnlnlnlnlnn)_l,

e assim por diante, onde a divergéncia destas é verificada pelo teste integral. Ao
mesmo tempo, como pode ser visto nos teoremas 1 e 2, as demonstragoes tornam-se
cada vez mais complicadas, exigindo mais célculos.

4. Hierarquia de Kummer aplicada a alguns exemplos

Vn!
+v2)...2+vn) "

Exemplo 1. Analisar a convergéncia da série ZZZ& Ve
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Primeiro, calculamos

V! 24V (24 V2)...2+Vn)(2+Vn+1) g2
v+ 1vn! B n+1’

BENCERV S CRRYo e ReY oy

2 ) = 1, isto é, o teste de D’Alembert nao

Entao lim D, = lm (1 t 7
funciona. Porém, pelo teste de Raabe obtemos a convergéncia, pois

, 1\ "2
lim 2n2~<1—|—> = +o0 > 1.
n

. . 2
lim R, = Ilm n<1—|—\/7m—1):n%jLOO

n——+o0o n—-+oo

Exemplo 2. Estudar o comportamento da série ZIS m

Notamos que o teste de Raabe nao gera resultado para esta série, pois

((n+1(—n{17n)1¥1(n+1) B 1)

lim R, = lim n

n—oo n—oo
In(1+1 2 1—v/n+1 In(1+1 2
— tim A | (1 AN (el=vedl) N (L)
n—oo Inn n—+/n Inn
n n\ 2
2 1 1 1
= lim {~ln(1+> + 5 <ln<1+>) }
n—oo | Inn n nln“n n
, noo. In(1+1/n)\> .. o 1 B
*JLH;W_\/;JLH;(” " hn ) i (1= Vit 1) =1-lim e =1,

Mas usando o teste de Bertrand, obtemos a convergéncia:

(n+1—vn+1)In*(n4+1)—(n—/n) In’n D)1 1
(n N >_nl_>néo11/\/ﬁ

lim B, = lim Inn 5
n—00 n— 00 (nf\/ﬁ) In“n
((mntin (14 1/m)*0®0) Tt 1) - Jil®a It
im [ (n+1) - +
n—00 Inn Inn vnlnn

n n\ 2
2ln<1+1> + 1 (ln<1+1> > ]
n nlnn n

-t (1)
(st/m)” <1+1>n— (1—|:/1>/1n)1/2 (ln (H 1)”)2}

+ lim {—lnn(vn—!—l—\/ﬁ)—Q 73
n

n—oo

Inn
=2— lim =2>1
n—oo \/n+1+4+/n
5 P
Exemplo 3. Verificar a convergéncia da série Y <132‘1167(27;;1)> L
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Comegamos da razao D,:

Dn(1.s.f..é'-’...@_l))p' (n+1)4 ( 2-4-6-... 2n(2n+2) )>q

-2n nd 1-3-5-...-(2n—1)(2n+1

B (o) - (o) (03]

X pp—1)... (p—k+1 1 \" =X g(g=1)... (g—j+1
(HZp(p )k!(p +).(2n+1)>. 1+ZQ(CI )j!n(jq j+1)

k=1 j=1
(2n+1)g+pn  q(g—1) pq p(p—1) 2q+p
=1 1+ 0=
* n(2n+1) T T n(2n+1) * 2!(2n+1)2 T o +1 *

Daqui é visto que o teste de D’Alembert nao se aplica. Usando o teste de Raabe:

2 1
lim R,= lim n(l1+ q+p+0 — | =1
n—-+o00 n—+o00 2n +1 n?

—1
. 1 1 _29+p
mE%(Qq*p)'(“n) +”'O(na)>— 3

obtemos que a série converge quando p > 2 — 2q e diverge para p < 2 — 2q.
E necessario analisar ainda o caso p = 2 — 2¢. Nesta situacgao:

an, q+2n 1 2n+1 q—1 1 1 1
=1 O|l— =1 O|=|=1+—+0(—=) .
Ant1 +n(2n—|—1) + <n2> +n(2n+1) +n(2n+1)+ n? +n+ n?
Entao, pelo teste de Gauss, com v =2 > 1, A=1e y =1 a série diverge quando
p=2-—2q.

. - (141 1
Exemplo 4. Analisar o comportamento da série Z::J o~ (Fa+tsts),
Observagao. Aqui vamos considerar apenas o caso em que a > 1, pois se 0 < a <
1, entao a série diverge, ja que a,, nao tende a zero.

E simples verificar que o teste de D’Alembert nao gera resultado, porém apli-

cando o teste de Raabe, obtemos que lim R, = lim n (a% — 1). Fazemos a
n—-+o0o n—-+oo

troca de varidvel av — 1 = ¢ = llma=I(l1+1¢),ecomon »o00= 1 0=

tlna_ _ Jjy e — Jng. Entdo, podemos

A+ ™ 450 In(144)7
concluir que se a > e, entao a série dada converge; porém se a < e, a mesma
diverge.

No caso a = e o teste de Raabe nao da resposta, portanto, vamos aplicar o
teste de Bertrand. Passando a fungoes de varidvel continua para utilizar a regra de
L’Hospital, temos:

an—l—t—>0 temos que hm1

lim B,= lim Inn (n (e% - 1) - 1) = lim Inn (ne% —(n+ 1))

n—-—+o0o n——+oo n—-+o0o
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1 1 F—-1-

= lim (—Inz) | —€*"———-1)=— lim S

T—0+ x x z—0t z(lnz)~!
i e’ —1 i 1 . e’ —1
= m —— 1Im ————— = — 11m ———-
z—0t (Inz)~! 250t 1 — (lnz)~! z—0+ (Inx)~!

Inz)? 2(1 2
= lim ¢ lm ROy 2D 2y
z—0t z—0t T z—0t —I~ z—07+

que determina a divergéncia quando a = e.

(In2)P | (In3)P (In(n—1))P
20 4 Ung)? 4 lnlnD)P )

Exemplo 5. Verificar a convergéncia da série Z:i% a7<
Aplicando o teste de Raabe, obtemos:
az(f Inz)? _ 1

. . (Inn)P .
lim R,= lim n (a n— 1) = lim —M—
n——+o0 n—s+4o0 z—0t1 xT

P 1
= lim 29" lng- <(—1nl’)p - l‘p(—lnx)pl.)
T

z—0Tt
= lim Ina-(—Inz)? - lim (1—!— L) = lim (—Inz)? - Ina.
x—0+ z—0+ Inx z—0+
Da ultima expressao é visto que se p > 0, entao lim+(—ln )P = 400, isto &,
z—0

lim R, = 400, resultando na convergéncia da série dada. Por outro lado, se

z—0*t

p < 0, entao l_i>%1+(—lnx)p = 0, de onde segue que R = l_igl+ R, = 0, e a série
x x

diverge. O caso p = 0 foi analisado no exemplo anterior.

Exemplo 6. Investigar o comportamento da série 2:1202 (lnln)p a7(1+%+“'+ﬁ),

p € R.
Aplicando o teste de Raabe, temos:

p
(1_ ln(1+ac)) a®—1

1 N\ . ne
lim R, = lim n<(1+~ln (1—|—>) an—1>: lim :
n—+00 n—+o00 Inn n z—0t x
—1 In In(1+x) P
. n(1+2)\" ' 8- In(1+2)
=1 —pl1l-— ¥ 1—— *1
zg&( p( Inz ) (Inx)? ot Inx @ na
) 1 In(1+ z) 1 .
=1 - . lim Ina =Ina.
P Lo ((1 +z)(lnx) x (IHLE)Q) +xg{)1+ na=ma

Se a > e entdo a série dada converge, porém se a < e esta diverge, Vp € R.
Logo, resta analisar o caso quando a = e. Pelo teste de Bertrand, segue que:

lim B, = lim Inn (n (Wei - 1) - 1)

n—-+4oo n—-+o0o

p
n—-+00 Inn n

s

)
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(1 - MY)— (1+x)e ®

. . Inz
= lim e*- lim

z—0t 20t z(—Inz)~!
In(1+x p—l In In(14x)
P (1 - %) (1%2 - (T) o ze®
= lim im
z—0+ 1—Inz z—0+ (Inz)~1 (=14 (Inx)~1)
) Inx 1 In(l+x) 1 . e . Inz
=—p lim . — . lim —— - lim —=p.
z—ot\1-Inx 14z x 1-Inz ) a0t —14+(Inz)~! zmota~!

Assim, se a = e e p > 1, a série dada converge, mas se a = e e p < 1, entao a
mesma diverge.

Para o caso p = 1, quando a = e, vamos utilizar o Teorema 1. Representamos
A,, na forma:

A, =Inlnn- {lnn- {nw-ei —n—l} —1}
Inn

=Inlnn-nlnn- <ei~ —1- 1) +Inlnn - (nln (1 + 1) —e_i> cem = H, + F,.
n n

Primeiro, calculamos limite de H,,:

lim H,= lim nlnn-Inlnn. e%—l—l = lim col-w
f—c n—+oo n z—0t z(—Inz) 1 (In(—Inz))~!
li 1 I e’ —1
= l1im - l1m
e—0t 1 — (Inz)~! — (Inz)~'.(In(—-1nz))~t a0t (—Inz)'(ln(—Inx))~!
. e’ i x . (In2)?(In(—Inz))
=1 -1 =1
o0t 1+ (In(—1nz))~L om0+ (Inz)-2(In(—Inz)) L  wmo+ a1
lnz-In(— -
— lim 2Inz-In(—lnz)+Inz ~ lim 2In(—Inx) +3 — lim 2z 0.
0+ —x~1 =0+ z~! z—0+ Inx

Resolvemos agora o limite de F),;:

lim F,, = lim Inlnn- <n1n <1—|—1>—e711> . lim e® = lim M
n

n—-+oo n—-+oo n—r+o0 z=0% z-(In(~Inz)) "

. 1-(14z)-e"Fa-(14+x)-e™ 1 .
= lim — - lim — - lim
o—0% (In(—1Inx)) e—=0t1—(In(~Inz))” - (Inz)~! «—ot1+z
1 —x 2 _ 1
= lim tet- (@ — ) = lim e *- lim x72 - lim (22 —22—1)
#=0+ (In(=Inz)) z=0t 20t (In(—Inz)) > (Inz)~1 2—0+
2 2
— _ lim (In(—Inz))” - Inz ~ lim 2In(—Inz) + (In(—Inx))
xz—0t 1 —0+ -1
= gy 20 TChD) 2 —0

z—0+ Ing-z—1 e—ot Inz -2~ (1 —Inx)



96 L. BOURCHTEIN, A. BOURCHTEIN, G. NORNBERG, C. VENZKE

Logo, lim A, = lim (H,+ F,) =0, e a série diverge para o caso a = e, p = 1.
n—-+4oo n—-+oo
Exemplo 7. Estudar a convergéncia de Y% — 21— . e (1F3t+5ky)

n=3 Inn-(Inlnn)? ’
Primeiro, transformamos a expressao A, do Teorema 1:

p
A, =Inlnn-<{nnn- |1+ 1 In 1+M .6%_1_l
Inlnn Inn n

P
+ln(1+1/n) 14 1 ‘o 1Jrln(1+1/n) Y
Inn Inlnn Inn

p
n

Inlnn Inn

In(1+1 In(1+1 P
+eilnlnn~[nlnn~n(+/n)~(l+ -1n<1+n(+/n))>—e_n}:Ln+Mn.

Inn Inn

Inlnn

Resolvemos os limites de L, e M,, em separado. Para o primeiro obtemos:

[1 + ln(—llnz) -In (1 - lngrlltz))}p —e "t —we”
lim L, = li
oo o0 —z-(Inz)~! - (In(—Ilnz))~!

z—0+ T z-Inx

: {p- [1+1n(1hw) : 1n(1—h1§111:x)>r_1- {—(m(—lng;))—?.halx-51C : 1n< —lnﬁzx))

+e F—e 4+ zez}

= lim (—(ln ) (In(-nz)) " +z-(Inz) > (InCIn o) + 2(lnz)” (InCln))” )

1 1 1 (m ln(l—i-x))

7ln(—lnx) 1_M.ln2x 1+z T

Inx

_ In(1+)
— 1 1+ LR TN In (1 =)
P b In(—Inx) t Inz z - (In(—Inx))

1 In(1+ x) 1 Inz-In(—Inz) _,
+ . 1 — . — e
1+ x Inz —In(1 4+ x) x~1

I !
250t 1— (Inz) ! — (Inz) ' - (In(—ma))

In =
1 In(1 In(H+=)  In(1 In(—1 1
—ptp hm.ln(l_nwl‘)) n(i+z) o nEClno)+l

=0+ In(—Inz) Inx rlnz  z-0t x~1

lim —
=p— lim — =1p.
p z—0+ Inx p
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Agora calculamos o segundo:

P
In(1 + z) (1 + m -In (1 - W)) —xze ®
lim M, = lim ¢*- lim
n—+o00 z—0t z—0t x(ln(— In x))*l

JL%(IH(MWx(ln(lm»z (ina) ot il i (- 1(;;@))

_ Inzx In(14x)
—nlna)y? | ([ (i+a) L1 e b
+ In(1+4x)- - An(l1-— e —(In(~Inz)) ~1_1n(11+z) . e
1 In(1+2)\\"" _ _
o1y —— (12T e @
p< +ln(—lnx) n< Inx >) ¢ e
In(1+z p —x —x
) (1+mln(l—%)) — € — xe ) 1
= lim - lim
z—0+ (In(—Inx))~t a—0+ 14+ 2
In(1+4z)
. In (1_ n ) . In(l4z) In(1+z) - zlnx
+p - |— lim - lim — 1
e—0tInz-In(—Inz) =m0t x e—=0t 2 - (142) - Inz(lnx — In(1+x))
+ lim In(l1+2z) - (142) In(l+x) (In(—Inz)) T
e—=0t z-(1+2) -Inz(lnx —In(l+z))|  2—0+ x~1 z—0+
1 In (1 - In (1 In(-Inz)-1
—potim (1 (1= BOEDN S g - OE2)Y g InEIne) Ine
e—0t\  In(—Inz) Inx z—0+ Inz z—0t 71
lim zlnz ~ In(1+2) 1+zx
a—=0t\ z-(14+2) Inz(lnx—In(1+2z)) x (142) - Inz(lnz—In(14+x))
In(—1 2.1 In(—1 -1
— lim (n(=Inz))” -z lim e * — lim i:p- lim In(=no) -z
z—0t 2 z—0t z—0+ Inx z—0t 1
. 1 (1 +a) 1
a—=0t \ (1 4+ 2) - (Inz —In(1 + )) x Inz(lnz — In(1 + z))
. (In(~lnz)* Wz .z . . . _
wli{g‘*' 2 zli}Ig+m - P a:ligl"'ﬂ(x) wli)rgl‘*'a(x) a:ligl‘*'w(x) =0

O altimo resultado segue do calculo separado dos limites de 5(z), a(z) e w(x), os
quais sao nulos, o que pode ser provado aplicando em cada um deles a regra de
L’Hospital.
Logo, lim A, = lim L, + lim M, = p. Portanto se p > 1, entdo a série
r—0t1 r—0t z—0t
converge; e se p < 1, esta diverge.
Para o caso quando p = 1, sera utilizado o Teorema 2. Assim:

Zn,=Inlnlnn - {lnlnn-[lnn~(n- <ln(n+ 1) -Inln(n +1) -ei—l) —1> —1} —1}

Inn-Inlnn
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Observamos que

1
In(n+1)-Inln(n+1) =lnnlnlnn +Inlnnln <1+>
n
+Innln 1+i'ln 1—ﬁ-l + In 1—|—l In 1+i~ln 1—|—l .
Inn n n Inn n
E entao:
1 1
Inn n Inlnn Inn

1 1
—i—édn 14+-)-In 1+M em—1)—-1)-1| -1
Innlnlnn n Inn

1
=Inlnlnn-Inlnn-Inn {n((z% —1) fl}Jrln Inlnn-Inlnn {lnn~ o In (1+> e 1}
Inn n

In(1+1
+Inlnlnn< Inlnn | Inn - L, 1+M ew ) —1
Inlnn Inn

—Hnlnlnnlnlnnlnn'Lln 1—|—l -In 1+M e
Innlnlnn n Inn

Calculamos separadamente o limite de cada expressdo. Para a primeira obtemos:

anlnlnlnn-{lnlnn-

er —1—x

A L= ) T (=) T - (n (=) !

=—lim(e*1)-|(Inz) ™ (In(~Inz)) ™ (InIn(~In z) )_1_M

z—0t x

n(—Inz))>2 n(—lnz))™t nln(—Inz))2
(i) SBEROT ) — (gt ERD)T (nnEln)

Inz-x Inz-x In(-Inx

(In(=Inz))?* (Inln(=Inz))™

—1

lim e -1
e—=0+ (Inz)~ ! (In(—Inz))~! - (Inln(—Inx))~?

- Tim (1=(In2) " = (in2) " (n-n2)) ™ ~ (@) - (- a)) (I a)) 1)~

z—01

nz) > nz) !
:Ilir(r)lJreg” a x) (In(=Inz)) ' (Inln(=Inz))~* + (lmln)x (In(~Inz))?(InIn(-Inz))™*
5 (In(—=Inz))~? !

+(Inz)"H(In(=nz)) " (Inln(-Inz)) 2 Inz-x

= lim o+ ((lna)~* - (In(=1n@)) " (inln(~ nw)) )"

z—0t
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im e — lim (InzPIn(-Inz)-InIn(~In )

2—0+ 1+ (In(~Inz) )t +(In(~Inz)) - (Inln(-lnz))* z-0+ x~t

2Inz-In(—lnz) -lnln(—Inz) + Inz - Inln(—Inz) + Inz
-1

z—0t —T
~ im 2In(—Inz) - Inln(—Inz) + 3Inln(—Inx) 4 tim (304 x
0+ xz~! z—0+ In(—Inx)
. 2Inln(-Inz) n 3z . 2z
=lim —————lim|[—+—-——— )= lim
z—0+ —z~l-Inz  smot\lnz Inz-ln(—Inz)) z2-otln-lnz)nz (Inz—1)

Passamos ao limite de M,,:

=0.

In(1+z) —xe™™

lim M, = lim e*- lim —
n—00 =0+ 2—=0% z(In(—Inzx))~! (Inln(—Inx))
l—e®—xe ®+ze ®+a%e @ 1

B (=) (nn(—lnx) T eoer It e
- lim, (1 ~ (Inz) (- lnz)"' = (nz)"' - (In(—Inz))~" (In 1n(—1nx))*1)
. e " . x+ 222 — 23
A T (nn(—na) " eob (na) T - (n(—Ina)) 2 (nln(—Inz))""

Inz - (In(—Inz))*-Inln(—Inz)

= — lim T - lim (1+2x—x2)
z—07t €T z—0*t
. (In(—Inz))* - Inln(—Inz) 4+ 2In(—Inz) - Inln(— Inz) 4 In(— Inz)
= lim
z—0t !
~ lim 2In(—Inz) Inln(—Inz) +In(—Inz) +2-Inln(—Inz) 3 lim %
z—0+ —Inz-z~! z—0+ Inx
. 2-lnln(—Inz) . 1 ) x
— lp AR - lim — %
om0+ 21 (Inx)? om0+ 1— (Inx)—1 * 3xi>161+ Inz(lnz —1)
2 2
+ lim ° = lim : =0

a0+t Inz-In(—Inz)- (Inz —1)  z—0+ (lnm)2 ‘In(=Inz) - (2—1Inx)

Calculamos agora o limite de P,:

In (1 - M) +z-e % (Inz)"!

Inz

lim P, = — lim e*- lim — —
n—00 z—0+ a=0t g (lnz) " - (Inln(—1nx))

. 1

m -1 —1 —1 —1
e=0t 1 — (Inz)” — (Inz)”" - (In(—Inz))” - (Inln(—1nz))

_ xlnz—(1+4+z)In(1+x)
1im (Inz—In(14z))-z-(1+z)

20+ (lnac)fl-(lnln(—lnac))71

(Inz) +e (nz) '—z-e® (Inz) "= (Inz) >
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— lim . im Inz(1—e *-(1+z))+e *-(14+z)-In(1+x)
e—0t 14+ -0+ Inz —In(1+x)
lim In(14z) lim Inln(-Inx) + lim e”(lim Inln(-Inx) . 1nln(lnx)>

e=0t = z—otlnz—In(l+x) a0t —0+ 1/x e—0+ Inz

‘Inln(—1Inz)

~ lim Inz . 1—e*(14x) lim € (14+2) In(14x) im Inln(—Inx)

=07 g (1—%) 'xgg*(ln In(—In gc))_1 0+ 1 m(+w) 50+ Inx

Inz

lim (142)- 1 1 1 . T L 1 1
— lim z)- lim ——— —— lim ———————— + lim ——— —
z—0+ e—0+t In(—Inz) Inx w-o0t In(—Inz)-Inz  z-o0+ In(—Ilnz) Inz

fL‘. —_— 2- _— . _m- .
i © (Inln(-Inz))y In(-lnx) lnx+ lim € (I+z)-In(14z) lim
0+ 1/a? a—0t 1 — 1“5171“9”) z—0tlnz-In(—Inx)

2-Inln(—Inz) + (Inln(—Inz))* + (Inln(—Inz))* - In(— Inz)
= lim
z—0t 2/172

1 1 1 1 2-Inln(—Inz) [1+1n(—lnm)]+

— 1 In(—Inz) Inz = In(—Inz)lnz-z
0+ —2 /a3 2 20t —2/a3

1 . x? 1 . 1 . Inlnlnz)-[1+In(-Inz)]
- lim —————————— = lim - lim
2 smotIln(-lnz)-Inz 2 s—otln(-lnz)-lnx z—o+ 1/a?

(Inln(—Inz))?
Inz-x

1 1 Inln(—Inz))>
Lo L gy, (nin(=lne)”
4 250+ lnz z—o0+ 1/a?

1 .. 1 . 1 . 14+In(-Inz) . 1 .. Inln(-Inz)
—=-lim <[ im - lim im — - lim—————*
220t In(=Inz)-Inz f—otln(-Inz)-Inz e—ot —2/22  a-otlnzz—o+r —2/z2
1 1 . 1 . 2-Inln(—Inz)

- - qjm 2

. lim — - 1 .
4 on0r Ing woor In(—Inz)-lnxz 2-0+ —2 /a2

lpm L [l L gy &Ly Lo, o
2z-0+In(—Inz)-Inz | 2z—0tIn(—Inz)-Inz e—o+2lnz = 2 z—o+lnz z—0+2In(—Inz)-Inz
1 1 . 1 x?

-~ . lm — - lm —— . lim ——
1 oh0r Nz om0+ In(—Inz)-lnzx s 0+ 2In(—Inzx)-Inz

Encontramos, finalmente, o limite de Q,:

Inn
Inlnl 1 1\" In(1+1 WO/
lim Q, = lim ——" (1+> In <1+> In <1+n(+/")) e = 0.
n n

n— 00 n—00 Inn Inn

Assim, apos analisar os quatro limites, concluimos que nlin;o Z, =0< 1, entao
a série diverge para o caso p = 1.
Observagao. Considerando os ultimos exemplos, e observando atentamente a
logica de sua construcao, podemos ver que é possivel compor exemplos que ex-
igem testes cada vez mais sofisticados para a sua analise, ainda mais finos que os
apresentados neste estudo.
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5. Testes com limites superiores e inferiores

Notamos que os limites requisitados nos testes da se¢ao 3 podem nao existir.
Para contornar esta possivel situagao problemética, convém tratar de limites supe-
riores e inferiores, que sempre existem.

Reformulamos primeiramente o teste de Kummer [1, 2].

Teorema (teste) de Kummer com limites superior e inferior. Consid-
eramos uma série Y ap, com ap > 0. Seja também > d,, d, > 0, uma série
divergente auziliar, com K, definida pela férmula (4). Entdo:

1) Se lim K, >0, entdo a série > a, converge;
n—oo

2) Se lim K, <0, entdo a série Y. a, diverge.
n— oo

A demonstragao deste teste é feita da mesma maneira como a prova com limites
usuais.

Usando o teste de Kummer, podemos obter todos os testes da secao 3, em
versoes com limites superiores e inferiores. Por exemplo, apresentamos abaixo os
testes reformulados de D’Alembert e de Raabe [1, 2, 5].

Teste de D’Alembert com limites superior e inferior. Seja uma série  a,.
Assim:

1) Se lim D, > 1, entdo a série Y a, converge;
n—oo

2) Se lim D, <1, entio . a, diverge.
n— oo

Teste de Raabe com limites superior e inferior. Consideremos uma série

> an. Logo:

1) Se lim R, > 1, entdo a série »_ a, converge;
n—oo

2) Se lim R, <1, entio > a, diverge.
n—oo

A seguir apresentamos cinco exemplos de séries para as quais os testes com
limites usuais nao funcionam, enquanto que é possivel obter conclusoes a partir
dos testes de D’Alembert e de Raabe na forma com limites superior e inferior.

+oo n?(3+2(=1D")

Exemplo 1. Verificar o comportamento da série ) '~ PR e

2 2n+1)2 N ~
Observando que as, = 32;31% € Gopy1 = (g%, chegamos & conclusao que
hm Dn— lim Dy, = lim —22-=32e¢ lim D, = hm Dyy,_q = lim %=1 — 2—57
n—00 n—oo0 42n+1 n—00 n—oo @2n

O teste de D’Alembert com limites usuais nao func10na neste caso, ja que hm D,

nao existe. Porém, como lim D,, = g > 1, concluimos que a série converge atraves
n—oo

deste teste na forma com limites superior e inferior.

Exemplo 2. Analisar a convergéncia da série :: e (5 + sen (%))
Notamos que:
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soan Gntl)  5en+d)  d-(ned
Gan = " Qa1 = g G2 = g Gngs = g
Assim:
A4n 5-4n - 34+l )
D4n = = % 57
Qant1 34 .6 (dn+1) n—ooo 2
agny1 6- (4n+1) 3int2 18
Dypt1 = = Qan+1. 5’
A4n+2 3 (4n + 2) n—oo 5
Gz _ 5 (dn+2) -3 15
Dypyo = = Sant2. e
Ginss 3724 (dn+3) nooo 4
Aanys _ 4-(4n+3) -3 12
Dypys = = 2an+3. 5
a3 5-(4n+4) nooo 5
Logo, obtemos que lim D, = lim 2%+ — 12 >1le lim D, = lim 22 — 15

n— 00 n—oo d4n+4 n— o0 n—oo %4n+3
onde o primeiro limite mostra que a série dada converge.

Exemplo 3. Determinar o comportamento da série Zn 1 W

Consideramos D,, e R,, dados pelas expressoes (1) e (2) respectivamente. Ob-

_ 1 — 1 e 1 =
SEIVAIOS qUe G2n = (5737 € A2ntl = (ig,74)7" Como nh_}rrgo D, nh—>120 Doy,

lim Ds,_1 = 1, o teste de D’Alembert é inconclusivo. No entanto, podemos de-
n—oo

terminar a convergéncia através do teste de Raabe na forma com limites superior
e inferior:

lim R, = lim Ry, = lim 2n(D3, —1)= lim 2n

N— 00 n—00 n—00 n—00

(10n+4)* 1) g 30 (4n+1) 6.
n—oo

(10n+1)> (10n+1)> 5’

lim R, = hm Rop—1 = lim ((2n—1) - (D2p—1 — 1))

n— o0 n— 00
10n + 1) 35-(2n—1)-(4n—1) 14
— dim (20— 1) (U0 DT ) gy, 3@ U m ) 14
n—00 (10n — 6) n—00 (10n — 6) 5
Como lim R, = g > 1, concluimos que a série dada converge.
n— oo
Exemplo 4. Estudar a convergenc1a da série (5n + sen ( o ))_2
Notamos que agp, = (20n)2, O4nt1 = m, Q4nt+2 = Gont10)z © ant3 =
m Como hm Dn 7n1LH;OD4n = hm D4n+1 = hm D4n+2 = hm D4n+3f1

o teste de D’ Alembert nao funciona. No entanto é posswel verlﬁcar o comporta—
mento da série usando o teste de Raabe com limites superior e inferior. De fato:

2 2 48n (2 12
lim Ry, = hm 4n(D4n71)— lim 4n- M—l = limM:—;
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32(4n+1) - (5n + 2)

nh—>m Riny1 = hm (An+1) - (Dgpy1—1)) = . (20n + 6)2

_8
)
m32(4n+2)~(5n+3) 8.
)
1

b

)

Jim Rangz = lim ((4n+2) - (Dapsy2 —1)) = lim (20n + 10)?

. . . 4(4n+3) - (60n + 51)) 2
lim Rypi3=1 4 3)  (Dgnys—1)) =1 — =
lim Rynis = lim ((4n+3) - (Dangs —1)) = lim 20+ 107 =
Portanto, lim R, = hm Ryny1 = hm Rynio = % e lim R, = lim R4, =
n—o0 n—o0 n—oo

lim Ryn43 = % Como hm R, = 3 > 1, obtemos a convergéncia da série dada
n—00 n—00

pelo teste de Raabe.

S S
n=1 7,”_,’_2‘(_1)”'
Notamos que as,, = \/TT € Gont1 = \/TT O teste de D’Alembert nao é

aplicavel, pois nhn;o D, = hm Dy, = hm Dy, _1 = 1. Usamos o teste de Raabe

na forma com limites superlor e 1nfer10r

Exemplo 5. Verificar o comportamento da serlez

1
14 z
lim R, = hm Ry, = lim 2n & -1
n—00 n—reo (14n + 2)2
6n 1 111
= lim — [(14n+5)2 + (14n+2)2]
2

n=00 (14 + 2)

1 1 19 —1
3 i 1+ LA 1+ 5 ) + 1+ L) 3
= —. lim — — _ = .
7 n—oo ™ 14n ™ 14’

1
14n)?2
lim R, = lim Ry, ;= lim (2n—1)- <(n)11
( )?

n— oo n—oo n—oo

N NG} [(14n)? +(14n—9)%y1

n=00 (14y — 9)3
9.(2n—1) 9 \"* 9\ o
9. (-
—hm-<1—> 'H(l_un)] =

Logo, como lim R, = —4 < 1, obtemos a divergéncia.
n—oo

Observacao. Os cinco exemplos apresentados servem para mostrar que, quando
os testes da se¢ao 3 com limites usuais nao podem ser aplicados, as suas formas
mais gerais com limites superiores e inferiores podem ser conclusivas a respeito da
convergéncia ou divergéncia das séries dadas.

No entanto, existem situagoes onde os testes com limites superiores e inferiores
nao sao suficientes para analisar a convergéncia ou divergéncia de uma série, isto €,
a hierarquia apresentada nem sempre se aplica. Este ponto seré tratado na préoxima
secao.
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6. Restrigoes na aplicagao da hierarquia de Kummer

Como foi dito, embora bastante refinados, os testes apresentados na se¢ao 3 nao
funcionam em qualquer situagdo. Mesmo em suas formas mais gerais, com limites
superiores e inferiores, estes testes nem sempre se mostram eficientes. Em primeiro
lugar, o teste de Kummer nao apresenta resposta quando K = 0, fazendo com que
a hierarquia construida com d,, = 1, %, ﬁ, e assim por diante, carregue esta
imperfeicao.

Existe ainda outro caso quando é possivel mostrar que estes testes nao sao
aplicaveis, o que pode ser visto na seguinte proposigéo [2].

Proposigdo. Se lim D, = G > 1 > g = lim D,, com D, dado por (1),
n—oo

entdo a categoria de testes baseados no teste de ?uor(;zmer, que sequem a logica de
construgcao dos testes apresentados, isto €, com d, = 1, %, nl}m, e assim por
diante, nao apresentard respostas.

Prova

Tomamos D,,, R, e B, dados pelas expressoes (1), (2) e (3). Diretamente
notamos que o teste de D’Alembert é inconclusivo.

Consideramos o teste de Raabe. Se lim D, =G > 1> ¢g = lim D,, escolhe-
n—oo n—o00

mos P e p tais que G > P > 1 > p > g. Assim, por um lado, D,, > P, para uma
sequéncia de valores de n, e para estes, R, > n - (P — 1), resultando em

lim R, = +o0. (7)
n—oo
Por outro lado, D,, < p, para uma segunda sequéncia de valores, e nesta R, <
n-(p—1), de onde segue que

lim R, = —occ. (8)

n— oo

De (7) e (8) concluimos que o teste de Raabe nao funciona.

Passamos ao teste de Bertrand. Ja foi mencionado na segao 3 (veja Corolario 3)
que K,, = B,, — (1 + %L) -In (1 + %)n, se considerar d,, = ﬁ Assim, utilizando
o teste de Bertrand com limites superior e inferior, temos:

1 1\"
lim K, = lim B,—lim <1+>-ln<l+> = lim lnn-(n- (D,—1)—1)—1 =—00.
n n

n—oo n—oo n—oo n—oo

Tal valor é obtido porque lim D, = g < 1; logo, lim (D, —1) =¢g—1 <0,

n—oo n— oo

implicando em lim B,, = —oco. De modo analogo, obtemos que lim K, = +oc.
n—00 n—oo
Portanto, concluimos que o teste de Bertrand nao gera resposta.

A anélise dos testes dados nos Teoremas 1 e 2, escolhendo d,, da forma d,, =
(n-Inn-Inlnn)™", (n-Inn-Inlnn-Inlnlnn) " e, em outros testes que podem ser
construidos com d,, = (n-Inn-Inlnn - Inlnlnn - Inlnlnln n)_1 e assim por diante,
pode ser demonstrada similarmente. E isto ocorrerd com toda a hierarquia de
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Kummer, ou seja, nos testes onde a razao dada por D,, aparece desta maneira
sistematica.

Observagdo. A proposicao fala a respeito de uma restrigdo relacionada a razao
D,,, mas é importante notar que, se as outras expressoes como R,,, B,, A, e assim
sucessivamente, conservarem esta restricao da proposicao, isto é, se lim R, =

n—oo
G>1>g¢g= limR,ou limB, =G>12>g9g = lim B, ou lim A4, =
n— oo n—00 n— oo n—oo
G>1>g= lim A,, estas farao com que os proximos testes da hierarquia nao
n—oo
funcionem. Por exemplo, se hm B, =G >1>g= lim B,, os critérios mais

n—roo
gerais aos de Bertrand serao 1nconcluswos, apresentando seus limites inferiores

menores que 1, e os superiores maiores que 1; mas para que isto ocorra, logicamente,
os casos particulares deste (de D’Alembert e de Raabe), também nao funcionarao,
apresentando seus limites inferiores iguais a 1, o0 mesmo ocorrendo com os limites
superiores.

Os seguintes exemplos servirao para ilustrar a altima proposigao.

Exemplo 1. Analisar a convergéncia da série ZIE 2(=1D"—
Observamos que ag, = 272" e Aon41 = 272-2n_ Portanto:

_ 1

lim D, = lim Dy, =8>1> == hngnl—hmD
n— 00 n— 00 2 n—00

e assim o teste de D’Alembert é inconclusivo. O teste de Raabe também nao

funciona, ja que:

lim R, = hm Rop—1 = lim ((2n—1)(Dap—1 — 1)) = —00,

n—00 n—00

pois (Dgy—q — 1) —— —1 < 0;

n—roo

lim R, = lim Ry, = lim (2n- (D, — 1)) = +o0,

n—oo n— oo n—oo
porque (Dg, —1) —— 7 > 0.
n—oo

Pode-se ainda analisar para todos outros testes oriundos do teste de Kummer

e notar que eles nao trarao respostas, justamente por que lim D, =G >1> g=
n— oo

lim D,, o que era de se esperar pelo que foi demonstrado na ultima proposigao.
n— oo

Porém, é facil obter a convergéncia da série usando o teorema de comparagao,
pois a,, = Qn_%m < 2%1 ) En 1 2n71 converge (série geométrica de razdo menor
que 1).

Exemplo 2. Verificar o comportamento da série Y% 27~ (=D",

Analogamente ao exemplo anterior, lim D, = lim Ds, = % <1l<2=
n—o0 n—o0

lim Dy, 1 = hm D,,, indicando que o teste de D’Alembert nao é conclusivo. E
n—oo

o teste de Raabe tambem visto que:
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lim R, = hm Ro,, = hm 2n (Day, — 1) = —o0,

n—oo

pois (Dg, — 1) —— —g < 0;

n—oo

lim R, = hm Rop—1 = lim ((2n — 1) (D2p—1 — 1)) = o0,

n—oo n—oo

porque (Dgp—7 —1) —— 1 > 0.
n—oo
Assim, pode-se ainda analisar para todos outros testes oriundos do teste de
Kummer e notar que eles nao serao eficientes, usando os mesmos raciocinios.
n R
Entretanto, a, = 2" (D" nao tende a zero quando n tende a infinito, o que

mostra que a série dada diverge.

Exemplo 3. Determinar o comportamento da série Z:g m

_ 1 _ 1 .
Como as, = @17 © @2n+1 = Gy podemos observar que:

lim D, = lim D, = hm Dop_1=1,

n— oo n— oo

0 que mostra que o teste de D’Alembert nao funciona.
Ao mesmo tempo, ao analisar pelo teste de Raabe na forma com limites superior
e inferior, temos:

2n - (12
lim R, = lim Rs, = hm 2n (Dyy, — 1) = lim M =

(2n—1) - (1—4n)

nl;rr;oR = hm Rgn 1—n1ergo((2n—1) . (Dgn,l—l)):nlirrgo e = 2.

Logo, como lim R, =6 > 1le lim R, = —2 < 1, o teste de Raabe mostra-se
n—00 n—00

inconclusivo.

Porém, como (n—(—ll)")2 < (n—11)2’ e a série ZZ:; ﬁ converge, temos que
a série dada também converge pelo teorema de comparagao.

Observagao. Os exemplos acima mostram que uma categoria muito refinada de
testes nao funciona, enquanto critérios simples oferecem resultados. E isto acontece

pelo simples fato de termos hm D, =G >1>g= lim D, (situagdo que ocorre
n—oo
nos exemplos 1 e 2) ou hm R,=G>1>g= lim R, (exemplo 3).
n—oo

E importante notar que o Teorema de Kummer, embora origine parcela signi-
ficativa de testes conhecidos e utilizados atualmente, ndo é o tnico caminho para
formulagoes sistematizadas de testes refinados. Semelhantemente, critérios podem
ser construidos visando generalizagao de outros testes conhecidos (como por exem-
plo, o de Cauchy), o que ja nao faz parte deste trabalho.
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