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As aplicagoes que queremos apresentar apareceram recentemente em trabalhos
de Callander, Gasparim, Grama, e San Martin [C], [CG], [GGSM1], [GGSM2].
Uma versao resumida destes resultados estd em [CGGSM].

Apresentaremos o curso no formato de trabalho de um pesquisador. A pesquisa
cientifica muitas vezes acontece assim: primeiro encontramos um resultado moti-
vador que nos deixa curioso, e entao saimos procurando como entender detalhes,
buscamos defini¢oes, estudamos teorias bésicas, lemos alguns livros, paginas da
wikipédia, perguntamos a amigos, etc; seja 14 o que for que nos ajude a compreen-
der o texto. Cada vez que compreendemos mais uma parte da teoria, voltamos a
reler o resultado que nos interessa, e assim avancamos até entender os detalhes.
Propomos estudarmos o seguinte resultado motivador:

* Teorema [GGSM1] Seja b a subdlgebra de Cartan de uma dlgebra de Lie com-
plexa semissimples. Sejam dados Hy € h e H € hr com H um elemento regular. A
fungdo altura  fr: O (Hyp) — C definida por

fu(x)=(H,z) x € O (Hyp)

tem um ntmero finito (= |W|/|Wg,|) de singularidades isoladas e dd a O (Hp) uma
estrutura de fibracao de Lefschetz simplética.

Figure 1: Fibras associadas a uma fibragao de Lefschetz

Uma das razoes pelas quais este resultado é interessante é que ele combina duas
areas distintas da matematica: a teoria de Lie e a geometria simplética.

Queremos aproveitar os exemplos dados por este teorema para ilustrar conceitos
de topologia algébrica béasica de maneira nova. Se lemos sobre homologia, homo-
topia, ou cohomologia, os livros textos sempre dao os mesmos exemplos: R”, esferas
S™, espagos projetivos reais RP", espagos projetivos complexos CP" e superficies
de Riemann. Ficamos com a impressao errada de que estas teorias terminaram no
século passado, e nao é 6bvio como conectar estes temas com algo atual. Aplicando
este teorema as Orbitas adjuntas de sl(2,C) e sl(3,C) vamos apresentar exemplos
novos onde estes conceitos de topologia algébrica fazem conexao com problemas
abertos de matemadtica atual de ponta relacionada com a famosa Conjectura Ho-
molégica da Simetria Especular de Kontsevich. Ou seja, queremos tentar fazer um
atalho no qual se vai rapidamente de topologia basica para conjecturas famosas.

Vamos passar a maior parte do tempo explicando conceitos basicos de topologia
e geometria, e pretendemos dar muitos exemplos. Na ultima aula queremos escr-
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ever alguns diamantes de Hodge e mostrar como podemos calcular tais diamantes
diretamente no computador usando conceitos simples de geometria algébrica.

2. Homotopias e fibragoes

Relendo nosso teorema * vemos que a conclusao é de que certos espacos tem
estrutura de fibragoes de Lefschetz. Claramente a conclusao é a parte mais im-
portante do resultado, portanto a primeira coisa que o pesquisador vai estudar.
Logo, nosso primeiro objetivo é o de enteder o que é uma fibragao de Lefschetz.
A propriedade mais importante de uma fibragao é que ela satisfaz a propriedade
do levantamento de homotopias. Seja I = [0, 1] com a topologia usual induzida da
reta.

Definition 2.1. Sejam E e B espac¢os topoldgicos. Uma fibragao sobre B € uma
sobrejegao continua p: E'— B tal que para cada homotopia H: X x I — B e para
cada_aplicagdo_ Hy: X — E, existe uma homotopia H: X x I — E satisfazendo
po H=He H|X><{O} = Hy. Dizemos que H levanta H, e E chama-se o espago
total da fibragao.

Figure 2: Uma fibracao da esfera

Agora precisamos definir homotopia. Além disto, em seguida vamos necessitar o
conceito de grupo fundamental para definir a representacao de isotopia da fibragao.

Definition 2.2. Sejam f,g: X — Y duas aplicacoes continuas. Uma homotopia
entre f e g € uma aplicagio continua H: X x I — Y tal que H(t,0) = f(t) e
H(t,1) = g(t). Dizemos que f e g sao homotdpicas e denotamos isto por f ~ g.
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Figure 3: Homotopia entre caminhos

Definition 2.3. Um espaco topoldgico X ¢é contratil se a aplicacao identidade
em X € homotopica a uma aplicacao constante.

Example 2.4. O espago R™ é contratil.

Definition 2.5. Dizemos que dois espacos topoldgicos X e Y sao homotopi-
camente equivalentes se existem aplicacoes f: X — Y e g: Y — X tais que
gOfNidX efong'dy.

Example 2.6. Todo espago contrdtil ¢ homotopicamente equivalente a um ponto.

Example 2.7. O espago vetorial R™ sem a origem, R™ — {0}, é homotopicamente
equivalente o esfera S™1.

3. Teorema da bola cabeluda

Dada uma aplicacao diferenciavel f: M — N entre variedades compactas ori-
entadas de mesma dimensao e um ponto regular x de f definimos o sinal em x
como

[ 41 se det(Jac(f(x))) >0
sg() = { -1 se det(Jac(f(z))) <0

Definition 3.1. Seja y um valor regular de f, sabemos que existe pelo teorema de
Sard. O grau (diferencidvel) de f € o inteiro deg(f) =3, c-1(,)58(@).

Example 3.2. A aplicacao identidade tem grau 1.
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Figure 4: Exemplo de aplicagao com grau 2

Example 3.3. A aplicacio antipoda p — —p na esfera S™ tem grau (—1)"+1.

Remark 3.4. Um fato bdsico € que aplicagoes homotdpicas tem o mesmo grau.
Portanto nas esferas S™ com n par, a aplicagao antipoda nao € homotdpica a iden-
tidade.

Veremos outra definicao de grau, que vale em maior generalidade para quaisquer
aplicagoes continuas. Para o caso especial de aplicagoes entre esferas vale também
a reciproca. De fato:

Teorema de Hopf: Sejam f,g: S™ — S™ aplicacoes continuas. Entao f ~ g se e
somente se deg(f) = deg(g).

Vamos assumir este teorema sem demonstracao, e usa-lo para provar o teorema
da bola cabeluda, segundo o qual nao se pode pentear os cabelos de uma esfera
cabeluda sem deixar redemoinhos.

Teorema: Todo campo diferencidvel de vetores tangentes & esfera S?" tem ao
menos um zero.

Demonstracdo: Suponhamos que o é um campo de vetores tangentes na esfera
52" sem zeros. Uma homotopia entre a aplicacdo identidade e a antipoda é obtida
movendo cada x € S?" ao longo da geodésica (circulo méximo) na direcao de o(x)
até chegar a —x. Mas isto contradiz a observagao 3.4.

Uma maneira menos deselegante de descrever esta aplicagao é a afirmacao de
que a todo momento existe sempre um local na terra onde o vento nao sopra.
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Figure 5: Campo diferencidvel de vetores tangentes a esfera

4. Fibragoes de Lefschetz

A defini¢ao classica de fibragoes, dada em 2.1, diz que elas sdo sobrejecoes
continuas que satisfazem a propriedade do levantamento de homotopias.

Example 4.1. O tipo mais simples de fibracdo ocorre quando todas as fibras sao
difeomorfas. Mais ainda, temos o caso onde a fibracdo p: E — B € localmente um
produto. Seja F = p~t(b) a fibra sobre um ponto b € B e suponhamos que B seja
conexo. A condi¢io de ser uma fibragdo localmente trivial significa que cada
ponto x € B tem uma vizinhanca aberta U, tal que p~1(U,) ~ U, x F. Neste caso
chamamos E de um fibrado sobre B com fibra F'.

Figure 6: Exemplo de uma fibracao localmente trivial

Uma das vantagens de considerarmos uma fibracao p: E — B é que o espago
total £ da fibracao fica descrito como uma colegao de espacos de dimensao menor,
as fibras p~1(z) com x € B. Naturalmente o primeiro caso a considerar é quando
B tem dimensao 1. No caso que nos interessa, o de variedades complexas, pedimos
entdo que seja B = P! no caso compacto, ou B = C no caso aberto, e gostariamos
que as fibras fossem subvariedades lisas de E. O problema com esta escolha é que
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tal tipo de fibragao quase nunca acontece. O proximo passo é admitir que as fibras
possuam singularidades. Resulta, de modo surpreendente, que permitindo apenas
o tipo mais simples de singularidades ja se abrange uma boa maioria de casos.

Definition 4.2. Seja f: C" — C uma aplica¢ao diferencidvel, dizemos que f tem
singularidade no ponto a se todas as derivadas parciais de f se anulam em a, ou
seja
of
ox;

(a) =0 V1l <i<n.

Dizemos que a singularidade ¢ nao degenerada se o determinante do Hessiano
de f ndo se anula em a, ou seja

0 f
det (&Eiaxj (a)) # 0.

No caso real, o famoso lema de Morse diz que existe uma escolha de coordenadas
tal que ao redor da singularidade nao degenerada a fungao se escreve na forma

F@ryees en) = fla) + a4+ a? —ay — e — a2

Como no caso complexo pode-se mudar x; por v/—1xz;, podemos escolher todos os
sinais como positivos.

Definition 4.3. Seja X uma variedade complexa compacta de dimensdo n com
uma aplicacdo sobrejetiva diferencidvel f: X — PL. Dizemos que f é uma fibracao
de Lefschetz topoldgica se satisfaz as sequintes propriedades:

1. A diferencial df € sobrejetiva fora de um conjunto finito de pontos {Q1,...,Q.}.

2. Sempre que p € PL\ {f(Q1),...,f(Qu)}, as fibras f~1(p) sio variedades
complezas lisas homeomorfas entre si.

3. Para cada i existem pequenos discos Q; C Ug, e coordenadas (xq, ..., T,) €
Ug, tais que f(xo,...,x,) = f(Qi) +xd + -+ + 2.

4. f restrita as fibras regulares € localmente trivial.

Se além disso exigmos que X seja uma variedade simplética, que as fibras suaves
sejam subvariedades simpléticas e que 0s cones tangentes as singularidades das fi-
bras sejam subespacos simpléticos dos respectivos espacos tangentes, entao obtemos
o conceito de fibragao de Lefschetz simplética.

Example 4.4. Donaldson [Do] mostrou que apds blow-up em um nimero finito
de pontos toda variedade simplética de dimensdao real 4 admite uma estrutura de
fibracdo de Lefschetz simplética.
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Figure 7: Blow-up de C? na origem

Remark 4.5. Note que permitir blow-ups em alguns pontos é uma condi¢cao necessdria
em 4.4, por exemplo, ndo existe fibracio P? — P'. Uma maneira de provar isto é
usando a caracteristica de Fuler, o que veremos na proxima $e¢ao.

Nosso resultado » da exemplos de fibragoes de Lefschetz em dimensoes maiores
do que 4, nos quais o espaco total da fibracao é uma orbita adjunta. Dentro destas
fibragoes vamos querer procurar ciclos evanescentes, que vivem na homologia média
da fibra regular, mas morrem na homologia da fibra singular.

5. Homologia

Existem muitos tipos de homologia: simplicial, singular, celular, a suporte com-
pacto, ciclica, de Borel-Moore, de grupos, de algebras, de Hochschild, de feixes,
de Floer, de intersegao, de Morse, de Steenrod, persistente, étale, etc. Cada vez
escolhemos aquela que for mais adequada ao problema que precisamos tratar. Fica
a pergunta geral: quando uma teoria pode ser chamada de homologia? Resposta:
quando ela satisfaz os axiomas de Eilenberg—Steenrod, ver [Sp].

Axiomas de Eilenberg—Steenrod: Uma teoria de homologia (H, d) consiste de:

e Um funtor covariante da categoria de pares de espagos topolégicos e aplicagoes
para a categoria de grupos e homomorfismos de grau 0, isto é, (X, A) —
{Hy(X, A)}.
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e Uma transformagao natural de grau —1 do funtor H em (X, A) para o funtor
H em (A,0), isto é, 0,: Hy(X, A) — Hy—1(A, D).

Tais que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

1. Axioma de homotopia Se fy, f1: (X, A) — (Y, B) sao homotdpicas, entao

2. Axioma de exatidao Para cada par (X, A) com inclusoes i: A C X e
j C (X, A) existe uma sequéncia exata

Hg (4) Hq(3)

Gar2(X,4) 1@ g, x) 9 g (x4

9q(X,A 01
) 2eXA) Hyoa(d)

Hq(A) Hq—l(A)

3. Axioma de excisao Para cada par (X, A), se U é um subconjunto aberto em
X tal que U C int(A), entao a aplicacdo de excisao j: (X \U, A\U) C (X, A)
induz um isomorfismo H(j): H(X \U,A\U) ~ (X, A).

4. Axioma de dimensao Se P é um espaco com um ponto, entao

Z se q=0
HQ(P)_{O se q#0.

Uma das consequéncias mais importantes destes axiomas é o teorema de Mayer—
Vietoris.
Teorema (Mayer—Vietoris) Se X = AU B com A e B abertos em X, a sequéncia
longa de Mayer—Vietoris da H,(X) em termos de H,.(A) e H.(B). A seguinte
sequéncia longa é exata:

-—= Hy(ANB) - Hy(A) & Hy(B) - Hy(X) - Hi1(ANB) — ---.
Os seguintes resultados sao consequéncias imediatas.
Example 5.1. Homologia das esferas.

n 7 se q=0,n
Hq(S )_{ 0 caso contrdrio.

Example 5.2. Seja X wma variedade compacta conexa orientdvel sem bordo de

dimensao n. Entao
Z se q=0,n
Hq(X) = { 0 caso contrdrio.

Uma escolha de orientagao da variedade X determina uma escolha de gerador
em H,(X), chamado classe de orientacao de X, que é identificado com o gerador
1 € Z. Note que, pelos axiomas, o funtor H associa a cada fun¢do continua
f: X — Y homomorfismos de grupos H(f): H,(X) — H,(Y) para todo ¢. E mais
comum usar a notacao f. := H(f). Podemos agora enunciar nossa segunda versao
da definigao de grau de uma aplicagao.
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Definition 5.3. Sejam X e Y wariedades compactas conexas orientadas e sem
bordo de dimensdon e seja f: X — Y uma aplicagao continua. O grau (topoldgico)
de f € o inteiro f.(1) € Hy(Y) ~ Z.

E um exercicio interessante e nao trivial mostrar que no caso em que f é difer-
enciavel a defini¢ao 5.3 coincide com a defini¢ao 3.1.
Homologia simplicial:

Definition 5.4. O n-simplexo standard € o fecho convexo dos m+I1-pontos
0,e1,...,e, em R™, onde e; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na posicao i. Um n-
simplexo é um politopo de dimensdo n que € o fecho convexo de um conjunto de
n + 1 pontos. Uma i-face de um n-simplexo é o fecho convexo de um subconjunto
de i+1 destes pontos.

Definition 5.5. Um complexo simplicial é uma colecao K de simplexos satis-
fazendo

e toda face de um simplexo em K também estd em K
e q intersecao de 2 simplexos o1 e oo em K € uma face de ambos o1 € o2.

Um k-complexo simplicial é um complexo simplicial tal que a dimensao maxima
de seus simplexos € k.

7

Figure 8: Exemplo de um 3-complexo simplicial

Definition 5.6. Uma k-cadeia simplicial é uma soma formal de k-simplexos
vazl c;o; onde ¢; € Z e cada o; € um k-simplexo. Denotamos por Ck o conjunto
de todas as k-cadeias.

Definition 5.7. Dado um simplezo o = (v°,v',... ,v"), o operador bordo

Ok : Cr — Ci_1 € definido por:

k

Opo = Z(—l)i(vo, co vt ™).

i=1
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Theorem 5.8. 0), 0 Ji+1 = 0.

Demonstragao Exercicio.

X2

X0 c=<0 0>

o =<' > < a® > +<a2' >

Figure 9: Exemplo de um 2-simplexo

Definition 5.9. Ciclos: Z; = ker 0, Bordos : By, = im 0p41.
Dado uwm complexo simplicial S, o k-ésimo grupo de homologia de S ¢

[ Hi(5) = 24(S)/Bu(S). |

6. Grupo fundamental

Definition 6.1. Sejam X um espago topoldgico e p € X. Diremos que a: [0,1] —
X € umlago com base em p se o é continua e a(0) = «(1) = p. Denotaremos por
Q(X,p) o conjunto de todos os lagos em X com base em p.

Definition 6.2. Sejam X um espago topoldgico, «: [0,1] — X wm caminho entre
aeb, ef:[0,1] = X um caminho entre b e c. A concatenagao entre os caminhos
a e B, denotada por ax f3:[0,1] = X, € o caminho entre a e ¢ definido por

_ a(2t), se 0
(a*ﬁ)(t)—{ B2t—1), se 3

Theorem 6.3. O conjunto de classes de homotopias de la¢os em p, w1 (X, p), com
a operacao de concatenacao de caminhos forma um grupo.

Definition 6.4. O conjunto w1(X,p) com a operagao de concatenagao de caminhos
€ chamado grupo fundamental de X com base em p.

Example 6.5. 71(S) = Z.

Example 6.6. 71(S") = {0} para n > 2.
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7. Representacao de grupos

Seja V' um espaco vetorial sobre C. Definimos GL(V) como o conjunto dos
isomorfismos de V' em si mesmo, isto é,

GL(V)=A{p: V = V|p é isomorfismo}.

Definition 7.1. Seja G um grupo, com elemento unidade 1 e composi¢dio (g, h) —
gh. Uma representacao de G em V € wm homomorfismo de grupos p: G —

GL(V).

Em outras palavras, a cada elemento g € G associamos um elemento p(g) €
GL(V) tal que
p(gh) = p(g)p(h)

com g,h € G. Neste caso, dizemos que V' é um espaco de representacao de G.

De forma mais geral, podemos definir uma representacao como sendo um ho-
momorfismo p: G — Iso(X), onde X é uma variedade e Iso(X) é o conjunto dos
isomorfismos de X em X.

Definition 7.2. Seja p: G — GL(V) uma representagao. Se a dimensao de V €
finita igual a n, dizemos que o grau da representacdao p € n.

Example 7.3. Se considerarmos p: G — C* dada por p(g) = 1 para todo g € G,
obtemos uma representacao de G que € chamada de representacao trivial. Neste
caso, o grau da representacdo € 1.

Example 7.4. Suponha que G age em um conjunto finito X. Temos que, para
cada g € G, existe uma permutacdo x — gx, satisfazendo

le=x e g(hx)=(gh)z

para g, h € G ex € X.

Seja V' um espago vetorial com base (e)rex indexada pelos elementos de X .
Para cada g € G seja p, a aplicagao linear de V. em V que envia e; em egy.
Dessa forma, p, € uma representagdo linear, chamada representagdo de permutagao
associada a X .

8. Representacao de monodromia

Agora vamos ver como conceitos de teorias de homotopia e de homologia com-
binam de modo elegante para descrever a representacao de monodromia em uma
fibracao de Lefschetz.

Comecaremos com as nogoes de monodromia geométrica e monodromia algébrica.
Suponha que temos uma fibracao p: A — B localmente trivial sobre B*, B* C B,
com fibras E = p~1(B*). Seja v: [0,1] — B* um caminho de a para b. Como [0, 1]
é contratil, o fibrado v*F é trivial, portanto, existe uma aplicagao

I':F,x[0,1] = F— A
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que levanta v. Em detalhes, poT’ = v, I'(x,0) = 2 para todo = € F,, e x — T'(z,t) é
um homeomorfismo F, = F, ;) para todo t. Mais ainda, como I'y := I'(—, 1) nos dd
um homeomorfismo F, = Fy, ele induz um isomorfismo (I'1).: Hy(F,) — H.(F}).
Essa aplicacao depende apenas da classe de homotopia de 7, assim denotamos
por v, = (I'1)«. Se v é um caminho fechado, entdo I" é chamada monodromia
geométrica e v, é chamada monodromia algébrica.

Um caso particular é quando temos p: E — B uma aplicagao de recobrimento.
Seja b € B, temos que o grupo 71 (B, b) age sobre a fibra p~1(b). Ou seja, para cada
a € m1(B,b) existe um homeomorfismo @: p~1(b) — p~(b). Essa correspondéncia
satisfaz:

com a,f3,¢ € m1(B,b), onde ¢ representa o caminho constante em B. Portanto,
temos um homomorfismo p: 71(B,b) — Iso(p~*(b)). Esse homomorfismo é chamado
de representagao de monodromia de p em torno de b.

Agora, ao invés de considerarmos uma aplicagao de recobrimento assim como foi
feito acima, iremos considerar fibracoes de Lefschetz. Para o que segue, fixaremos
algumas notacoes.

Sejam f: X — P! uma fibracao de Lefschetz, X uma variedade complexa com
dime(X) = n, {p1, -, pr} 0 conjunto dos pontos criticos de f e denotemos por € =
{q1," -+ ,qr} o conjunto dos valores criticos de f onde f(p;) = ¢;, i € {1,2,--- ,k}.
Seja G = 71 (P*\C) e considere A € P! um valor regular de f. Denote por X, =
f~Y(\) fibra regular de f. Temos que existe uma agao de G sobre X). O que
faremos agora é descrever essa agao.

Lemma 8.1. Considere I' C P! um disco tal que © C T'. Para cadaj € {1,2,--- ,k}

considere «y; um lago ao redor de q; € C suficientemente pequeno, de modo que 7,
~ . . . . . 1 . .

e 7y, sao disjuntos para i # j. Seja q € P wvalor reqular de f. Considere l; um

caminho que conecta q € ;. Entao

k
7 (PN\C) = <01,02, e Lo Hai = id>,
i=1

onde oj =1l *7; * lj_l.
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Figure 10: Construgao do Lema 8.1

Theorem 8.2. (Teorema de Picard-Lefschetz) Seja f: X — P! uma fibragdo
de Lefschetz. Seja Xy uma fibra reqular de f. Temos que a agio de G = w1 (P*\C)
em H;(X)) € trivial para j <n —1. Para j =n — 1 temos que a agao de G sobre
H,_1(X)) € determinada pelos ciclos evanescentes Aj. Mais precisamente, para
cada gerador o; existe um ciclo evanescente A; correspondente tal que o; age por

(71)«(e) = e+ (=1)" "V (e, A A,
onde (.,.) € o nimero de intersecgao.

Definition 8.3. Seja X\ uma fibra reqular de uma fibragao de Lefschetz f: X —
P!, onde dimcX = n. A representacao de monodromia de f € o homomorfismo
p: T (PN\C,\) — Iso(X)) determinado pela agdo

(0i)e(c) = 4 (=1)" D2 (e, A A,
dada pelo Teorema de Picard-Lefschetz.

9. Cohomologias e diamantes de Hodge

Seja M uma variedade diferencidvel. Denote AP(M,R) o espago das formas
diferenciais de grau p em M, e ZP(M,R) o subespaco das p-formas fechadas. A
derivacdo exterior d: AP(M,R) — APT1(M,R) é uma transformacao linear definida
em AP(M,R). Como d? = 0, temos d(AP~(M,R)) C ZP(M,R).

Definition 9.1. O grupo quociente

Z?(M,R)
TonM ) = T=r0r 1)

das formas fechadas mddulo formas exatas € chamado grupo de cohomologia
de de Rham de M.
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Da mesma maneira, podemos considerar AP(M) e ZP(M) os espagos das p-
formas de valores complexos e as p-formas fechadas de valores complexos em M,
respectivamente, e assim

ZP(M)
dAP—1(M)

sendo o espaco quociente correspondente. Dai, segue que

HpDR(M) =

Hpp(M) = Hpp(M,R) @ C.

Sobre o espaco vetorial complexo V' = C™ com coordenadas z; = x; +1iy; definimos
as 1-formas
de :d$j+idyj, dfj :ZL']' 7Z.yj,

e os operadores

o _1(o ;90 U A
8,2]- N 2 axj Zayj ’ 82]' N 2 aiCj Zayj '

Uma (p, ¢)-forma w sobre V se escreve como

= 3wi1 ey J1yeesdq - _ _
aw:Z#dzj/\dzil/\---/\dzip/\dzjl/\---/\dzjq.

Denotamos por AP*2(V') o espago de todas as (p, ¢)-formas em V', assim
9: API(V) — APTLUV), 9 APU(V) — APITH(V),

Agora, consideremos M uma variedade complexa. Podemos escrever,
AMM) = @ API(M)
ptq=n

onde

API(M) = {p € A™(M) : p(z) € APY(TH(M)) Vz € M).

Denotaremos 779 : A*(M) — AP9(M) a projecao. E definimos os operadores,

J: APUM) — APTHL(M)
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9: AP9(M) — APTLA(NL)

por
§=naPathog  §=rglPtladoq.
Portanto,
d=0+0.
Temos que a decomposicao A* = @AP9 é preservada por fungoes holomorfas.

Para f: M — N uma aplicacao holomorfa de variedades complexas,

fH(APA(N)) € API(M)

Jof*=f"00
em AP9(N). Seja Zg’q(M) o espaco das 0-formas fechadas do tipo (p,q). Como
82/821-8@ = 82/82j82i, tem-se 52 =0 em AP9(M), e temos que

BArI (M) © 25 ()
Definition 9.2. Definimos o grupo de cohomologia de Dolbeault como sendo

e 22
15100 = Sy

Theorem 9.3. (Dualidade de Poincaré) Se M ¢ uma n-variedade compacta,
sem bordo e orientada, entdo

H*(M) = H,,_(M).

Uma variedade Hermitiana é uma variedade real com uma métrica Riemanniana
que preserva estrutura complexa. Uma métrica hermitiana em uma n-variedade
complexa M é dada por um produto interno hermitiano definido positivo

() T,(M)®T, (M) —C

no espaco tangente holomérfico em z para cada z € M, dependendo suavemente
de z.

Definition 9.4. Uma variedade Kéahler ¢ uma variedade Hermitiana cuja forma
hermitiana associada € fechada. A forma hermitiana fechada € chamada métrica

de Kahler.

Seja M uma variedade Kéahler compacta. Definimos os niimeros de Hodge
por h?9(M) = dimHg’q(M). Podemos colocar os grupos de cohomologia de M no
seguinte diagrama:
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Rnn
hn,nfl hnfl,n
hn,n—2 hn—l,n—l hn—Q,n
0 | ; RO
h2:0 hl:’l 10:2
hl,O hO,l
hO’O

denominado diamante de Hodge.

10. Calculos de diamantes de Hodge

Apresentamos um algoritmo em Macaulay2, utilizado em [CG] e [CGGSM],
que produz compactificacao de Orbitas adjuntas escritas como fibracoes de Lef-
schetz simpléticas. Usamos as fungoes do Macaulay2 para calcular os diamantes
de Hodge correspondentes, que nos dao informacoes topolédgicas sobre as fibragoes
de Lefschetz.

O pacote ProjAdjoint fornece algoritmos do Macaulay2 para definir compacti-
ficagoes de drbitas adjuntas e das fibras de suas fibracoes de Lefschetz. A funcao hh
do Macaulay?2 pode ser usada para calcular os correspondentes diamantes de Hodge.
Precisamos de informacoes topoldgicas dadas pelos diamantes de Hodge para es-
tudar categorias de ciclos Lagrangianos em fibracoes de Lefschetz simpléticas.
Estes desempenham um papel essencial na conjectura da Simetria do Espelho Ho-
molégica, onde cada categoria aparece como a categoria de Fukaya de um modelo
Landau-Ginzburg (LG). Um modelo Landau-Ginzburg é uma variedade Kéhler X
equipada com uma fungao holomorfa f: X +— C chamada potencial. Fibracoes de
Lefschetz sao bons exemplos de modelos LG. Na realidade, uma definigao rigorosa
da categoria Fukaya é conhecida somente para fibragoes de Lefschetz simpléticas
mas ainda nao estd desenvolvida em maior generalidade.

O teorema * mostra a existéncia de fibragoes de Lefschetz simpléticas em orbitas
adjuntas de algebras de Lie semissimples. Essas érbitas adjuntas sao espagos nao
compactos. Especificamente, elas sao isomorfas a fibrados cotangentes de var-
iedades flag. Como o Macaulay2 calcula o diamante de Hodge para variedades
compactas, precisamos compactificar essas orbitas adjuntas para fazer os calculos.
Expressando a érbita adjunta como uma variedade algébrica, homogeneizamos seu
ideal para obter uma variedade projetiva que serve como nossa compactificagao.
Entao obtemos dados topolégicos para o espago total X, assim como para as fibras
de f.
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Remark 10.1. Escolher uma compactificacao € em geral uma tarefa delicada: uma
escolha diferente de geradores para o ideal que define a orbita pode resultar em um
diamante de Hodge completamente diferente da compactificacao correspondente.
Isto acontece pois a homogeneizacao de um ideal I pode mudar drasticamente se
variarmos as escolhas dos geradores de I. Nosso pacote sempre escolhe o ideal
gerado pelas entradas do polinémio minimal definindo as matrizes da orbita.

Example 10.2. Caso de Hy = Diag(2,—1,—1) € s((3,C).
Em s1(3,C), considere a érbita O(Hy) de

2 0 0
Ho=[0 -1 0
0 0 -1

sob a ac¢ao adjunta. Usamos o Macaulay2 para calcular o diamante de Hodge da
compactifica¢ao da drbita adjunta O(Hy). Fizamos o elemento

1 0 0
H=10 -1 0
0 0 O

A fungao compactOrbit de ProjAdjoint leva uma entrada: uma lista de nimeros
correspondendo as entradas da diagonal da matriz Hy € sl(n,C). Em seguida,
emite uma variedade projetiva que € uma compactificacao da orbita adjunta de Hy
em sl(n,C).

A fungao compactFibre leva trés entradas: duas listas de numeros correspon-
dentes as entradas da diagonal das matrizes H e Hy em sl(n,C), e um nimero
complexo N\. A matriz H deve ser reqular. A saida é uma variedade projetiva que
€ uma compactificacao da fibra sobre \.

ORBITA Primeiramente, definimos nosso corpo base K e nosso anel de polinomios
R. Observe que o numero primo 32749 € o maior primo com que o Macaulay?2 pode
trabalhar.

il + k

Z7/32749;

i2 : R = k[x_1, x.2, y_1..y_3, z_1..2_3, t];

A wvaridvel t serd usada para projetivizagio. Um elemento geral A € sl(n,C) tem a
forma

i3 : A = matrix{
{x_1, y_1, y_2},
{z_1, x_2, y_3},
{z_2, z_3, -x_1 - x_2}
}s

3 3
03 : Matrix R <--- R
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e também faremos uso da matriz identidade
i4 : Id = id_(k"3);

3 3
04 : Matrix k <-—--k

Em nosso exemplo, a drbita adjunta O(Hy) consiste de todas as matrizes com
polindmio minimo (A + id)(A — 2id), assim estamos interessados na variedade
cortada pela equag¢ao minPoly:

i6 : minPoly = (A + Id)*(A - 2*Id);

3 3
o6 : Matrix R <--- R

i7 : I = ideal minPoly;
o7 : Ideal of R

Para obter uma projetivizacao de X, primeiro homogeneizamos seu ideal I, entdao
tomamos a variedade projetiva correspondente. Saturar o ideal nao altera a var-
iedade projetiva que ele define, mas pode alterar a velocidade com que os cdlculos
sao feitos.

i8 : Thom = saturate homogenize(I,t);
08 : Ideal of R
i9 : Xproj = Proj(R/Ihom);

Pode-se checar com o comando dim Xproj que dim X = 4. Para verificar que X ¢é
nao singular, usamos:

i10 : codim singularLocus Thom
010 =9

Temos que a codimensao das singularidades € 9, mas a dimensao do espago proje-
tivo ambiente é 8, deduzimos dai que nossa variedade projetiva X € nao singular.

Agora, calculemos o diamante de Hodge de X. Os nimeros de Hodge hij, para
i+ 7 <4,i>j, sio calculados com o comando hh~(i,j) Xproj. Como X € ndo
singular, as outras entradas do diamante de Hodge sao dadas pela simetria cldssica,
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como € mostrado abaizo.

1

FIBRAS REGULARES Para definir as fibras regulares e criticas, precisamos do po-
tencial, que em nosso caso ¢é dado por:

i20 : potential = x_1 - x_2;

Os walores criticos deste potencial sao +3 e 0. Visto que todas as fibras de uma
fibracao de Lefschetz simplética sao isomorfas, € suficiente escolher o valor regular
1. Entdo definimos as fibras regulares X1 como a variedade em sl(3,C) = C8
correspondente ao ideal J:

i21 : J = ideal(minPoly) + ideal(potential-1);

021 : Ideal of R
Entdo homogeneizamos J para obter uma projetivizacio X1 da fibra reqular X, :

i22 : Jhom = saturate homogenize(J,t);
022 : Ideal of R

i23 : Xlproj = Proj(R/Jhom);
Verificamos com o comando dim X1proj que dim X; = 3. Usamos o comando

i24 : codim singularLocus Jhom

024 = 9

para testar as singularidades. Temos que a codimensdo € 9, o que verifica que X
¢ nao singular. Agora calculamos k™I para i +j < 3 ei > j com o comando
hh~(i,j) Xiproj. Visto que Xi € ndo singular, as outras entradas do diamante
de Hodge sao obtidas por simetrias cldssicas. O diamante da fibra reqular fica:

1
0 0
0 2 0
0 0 0 0
0 2 0
0 0
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Remark 10.3. Usamos o mesmo método para calcular o diamante de Hodge para a
fibra singular sobre o 0 e obtemos o mesmo diamante de Hodge das fibras requlares.

GENERALIZAGAO: érbita adjunta de Hy = Diag(n, —1,—1,...,—1). Generalizamos
nosso exemplo de sl(3,C) para sl(n + 1,C). Para obter o flag minimal, tomamos
Hy = Diag(n,—1,-1,...,—1) e H = Diag(1,—1,0,...0). Entao o difeomorfismo da
orbita adjunta é dado por O(Hp) ~ T*P" (ver [GGS2]), e H d& o potencial z1 — 29
assim como antes. Se compactificarmos esta érbita para P™ x (P)*, entao as classes
de Hodge da compactificacao sdo dadas por h?’? = n+1—|n—i| e os demais nimeros
de Hodge sao 0. Uma aplicacao do Teorema do hiperplano de Lefschetz determina
todos os natmeros de Hodge da linha central da compactificacao da fibra regular.
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