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Vitesse de convergence de ’estimateur des moindres carrés dans les ARCH(p) périodiques

Abdelouahab Bibi

ABSTRACT: On étudie estimateur des moindres carrés d’'un modele ARCH (p) périodique (PARCH (p)).
Cet estimateur est construit & partir de la représentation AR périodique (PAR) du modele PARCH. Nous
montrons que cet estimateur est asymptotiquement stable, fortement consistent et nous déterminons sa vitesse
de convergence presque stire (p.s.).
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1. Introduction

Les modeles GARC H périodiques (PGARC H) introduits par Bollerslev et Ghysels [5] ont été étudiés
par Aknouche et Bibi [1] and Bibi et Aknouche [4] Ces auteurs ont étudie les propriétés probabilistes et
statistiques des modeles PGARCH et des modeles ARM A périodiques & erreur PGARC H. Dans cette
Note, nous nous intéressons a la stabilité asymptotique de 'estimateur des moindres carrés (LSE) d'un
modele PARCH (p). Nous montrons que sous des hypotheses voisines de celles utilisées par Voffal [1§],
lestimateur LSE est asymptotiquement stable, fortement consistant et nous déterminons sa vitesse de
convergence. Rappelons ici qu'un processus (X¢),., du second ordre défini sur un espace de probabilité
(Q, A, P) est appelé ARCH (p) périodique de période connue s > 0, s’il vérifie les équations

X, =evVhn

v (1.1)
B o= ao(sn) + 3 ai(s0)X2_;,Vn € Z:= {0,£1, 42, ..}
=1

olt (en),cz est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées, réduites, admettant des moments jusqu’a
I'order quatre et définie sur le méme espace de probabilité (2, A, P). La suite (s,), est une suite
S

périodique & valeurs dans S = {1,...,s}, définie pas : 5, = ) vla@)(n) ot A(v) = {st+v|t € Z},
=1

v=
v € S. Les suites (ao(sn)),,, (ai(sn)), sont telles que ag(s,) > 0, a;(sp) >0, 1 < i < p pour tout n € Z.
En posant n = st 4+ v, nous obtiendrons la représentation ”saisonniere” équivalente & (1.1)

Xst+v = €st+v\/ hst+v
P

1.2
hst+v = aO(v) + Z ai(U)Xs2t+v7i ( )
=1

Dans (1.2), X1y (resp. €siiv, hsity) désigne le processus Xy (resp. ey, hy) durant la v—iéme ”saison”
v € Sde "I'année” t. Dans la suite, on convient de poser Xys 1 = Xg(t—1)4v+s (T€SP. €st1v = €s(t—1)vtss
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Rstro = hgt—1)4v+s) lorsque st + v < 0. Outre la représentation (1.2), on a une représentation PAR(p)
sur le carré du processus (X¢),~ i.e.,

P

X2, =ao(v)+ Z ai(V) X2 y_i + Nst4vs VES (1.3)
i=1

oun, = X2 —hy = hy (¢} —1). Lorsque le processus (Xf)tez est intégrable (par conséquent (h¢),c;), les
innovations (7;),., sont des différences de martingales adaptées a une filtration § := (3¢),. Cependant,

et Grace & Gladyshev [10], le processus (Xt2 ) rez (1.3) admet une représentation autorégressive vectorielle,
ie.,
(Is) — Ao) t_a0+ZA XP,+, (1.4)
=1

ou X? = (X2 4, ...,XSQHS)/, 0, = (Mst+1, ey Tstys) et I5) est la matrice identité d’ordre s x s. L’ordre
du modele (1.4) est donné par p* = [2] ot [z] est la partie entiere de  (c’est le plus petit entier vérifiant
[z] -1 < 2 < [z]). ay = (ap(1),...,a0(s)) et les s x s matrices (Ai)g<i<p- sont uniquement déterminées pas
(see Basawa and Lund [3]) (Ao), ; = a;—;(i) sii > j et 0 sinon, et (A;,); ; = amsyi—j(i) pour 1 <m < p*.
Le processus (X¢),.; est dit periodiquement stationnaire au second ordre (au sens périodique) si

p )
H1:det | I,y — > Ajz' | #0,Vz € C:tel que [2| < 1.
i=0

Notons que sous H1, le processus (X¢),.;, admet une solution périodiquement corrélée au sens que
E{Xl +5} = E{XZQ} pour tout [. De plus le processus solution est unique, $&;—mesurable et
périodiquement ergodique (cf. Bibi et Aknouche [4]).

2. Stabilité de ’estimateur des moindres carrés

Soient 0= (0'(1),..., 0(s))’, Z} := diag {Z}(1), ..., Z3(s)} ot O(v) = (ao(v), a1(v),...,ap(v)) et Zj(v) :=
(L, X201, X2 p), v €S,. Avec ces notations, le modele (1.3) se transforme en un modele de
régression linéaire

X270+, (2.1)
Dans cette Note, nous nous intéressons a ’estimateur des moindres carrés du parametre 6 en vue d’'une
réalisation {X1,X,..., Xs,} (ou de {X;,X,,..., X, }) du processus (X;),., défini par (1.2) (ou de sa

version vectorielle (X,),,, définie par (1.4)) vérifiant H1. Outre la représentation (1.3), la pramétrisation
(2.1) englobe certaines extensions récapitulées dans le Tableau(1) suivant

Noms Z,)0()

8— PARCH (Guegan and Dicholt (1994) [13]) ao(v) + i (a5 (0) + bF (©)) [Xstsoil?

4t — PARCH (Engle and Bollerslev, (1986) [8]) ag(v) + iai(v) X yepoos]”

GJR — PARCH (Glosten et al., (1993) [11]) ap(v) + i (a; (v) +b7(v) X2, ,_;

SD — PARCH (Schwert, (1990) [15)) ao(v) + i L(0) [Xatsomi] + 323 biy(0) [ Xstroi Xstroms]

-

i=1j5=1

=TT

T — PARCH (Gourieroux and Monfort, (1992) [12]) | ag(v) + Z Z bij ()4, (Xstv—i)

i=1j=
Tableau(1): Exemples de paramétrisation de (2.1), I4 designe la fonctlon indicatrice de I’ensemble A
et B, p sont des parametres d’intéréts

where a; (v) = a;(v)I{x.,,, ,<o} et bf (v) = b;(v)I(x,,,, ;>0}. Posons S, = > Z,Z] =
=1

diag {82 (1), S0 ()}, S0 = 3 Zan, = (S1(1)S1(6)) 0 8,(0) = 3 Z(WZ(0), Sa(0) =

t=1
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Z Z,(V)Nstv, et désignons par AW (n) (resp. )\gi)n (n) ) la plus grande (resp. la plus petite) valeur

propre de S,, (v) pour tout v € S. Afin d’établir les propriétés asymptotiques, faisons les hypotheses
suivantes:
H(e) : {|\Xt|\4+26} < +00, ol € est un réel positif. Lorsque € = 0, cette hypothese est notée HO.

H2: AW (n) = oo, p.s. etlogx\ggx( )—0,,()\( (n)) pour tout v € S.

min min
L’hypothese H (¢) peut étre traduite par des conditions simples sur les parametres (a;(v), v € S)o<;<,,

(voir [1]). L’hypotheése H2 constitue les "meilleurs” conditions pour lesquelles @n — 6, p.s. quand
n — oo (cf. [14]). Notons que les propriétés asymptotiques de 'estimateur des moindres carrés sont liées

étroitement a celles du processus (9,,),,, et des matrices aléatoires S,,. Lorsque E {ﬁtﬂ”%t_l} =YX <00

et E{Z,Z]} < co pour tout n, la matrice aléatoire S,, (& une matrice constante pres) n’est autre que la
n /
covarianve conditionnelle de S, i.e., ZE { (Ztﬂt> (Ztgt> |St_1} = (E ® I(p+1)) S,.. Les principaux
t=1

résultats de la Note sont les suivants:

Theorem 2.1 Soient (X;),., un processus PARCH (p) et (X;),cq sa version vectorielle. Sous HO—H1

~ ~ n ~
Uestimateur des moindres carrés @,, défini par 0, = S;l > Ztif :Q+S;1§n existe et @, — 0, p.s. quand
t=1

n — oQ.

log A 2
Og(miax() pour tout v € S.
A ()

min

Theorem 2.2 Sous HO — H2 on a ‘

6.(v) —00)| = 0, (

Theorem 2.3 Sous HO — H2, on a /n (@\n — Q) converge en distribution vers une loi normale centrée

de matrice de varaiance-covariance ST IS™! ou I est la matrice de variance-covariance asymptotique du
\ _ . 1
vecteur S, et ou S = lim ~E{S,}.
n—-+oo

3. Lemmes et démonstrations

Proof: du théoreme 2.1. Comme sous H1 le processus (S,,),~; est une différence de martingale par

rapport a la filtration S, alors sous HO, S, = o,(n) et S,, = Op(n). Par conséquent lestimateur des
moindreb carrés 0, existe p.s. et on a 0, — 0 = S; 1S, — 0, p.s. Ceci implique aussi que @, (v) =

L )ZZ( )X2.,, pour tout v € S et 5 (v) =0 (v) =S, (v)S, (v) = 0 p.s. Ceci nous permet

d’ etudler le comportement asymptotique de I’estimateur dans chaque régime v. O
La démonstration du théoreme 2.2 découle classiquement des lemmes suivants.

Lemma 3.1 Soit W une matrice g X q et ¢ un vecteur de R9. Si la matrice V.="W + @’ est inversible
alors ¢'V=1p = det (V7!) (det V — det W).

Proof: Nous avons det W = det(V — pyp') = det(V) det (Ig) — V') = det(V)(1 — ¢’V 1gp). O

Lemma 3.2 Pour tout v € {1,...,s}, la suite (Aggx (n)) N est croissante, et s’il existe ng tel que
n>0

Sy, (V) soit inversible, alors Sy, (v) est inversible ¥n > ng et on a

0, (1og A (n )) si lim Ay (n) = oo
n— o0

E 2 ()8, (v)Z,,(v) =
(v)
Pl 0, (1) sznh_{rolo Amax (1) < +00.
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Proof: Remarquons tout d’abord que S,,(v)—S,,_1(v) = Z,,(v)Z},(v) > 0. Comme S,,(v) est symétrique,
elle est donc définie positive et par conséquent A (n) > A (n—1) et )\f]:i)n (n) > )\S:i)n (n—1) (cf.
[16] assertion 9.8). D’apres le lemme 3.1 on a

> Zuws; (2(n) = Y S E Sl (3.1

k‘:no k‘:no

Alors, comme Vk > ng
a ORI () -t
(Meke (0))" = detSi(v) = (A, (1) Ak (0) = (A (o)) A (k) > 0,

et donc lim Al (k) = 400, implique que: lim det S, (v) = +o0, logdet S, (v) = O, <log /\Sﬁi;x( )) et
n—oo

k—o0

> Zi ()8 (0)Zi(v) = O, (1og det ,,(v) = Oy (log A () -

k‘:no

D’autre part, si Hm A\l (n) < 400, alors d’apres (3.1)
n— oo

> Z@)S: 0 Zu(v) < (A (n0)) D (det Si(v) — det Sy (1))

k}:’ng k= no

q
< ( ) ((Agggx ) — detS,, (u)).
O
Le lemme suivant établit I'ordre de convergence de la suite (S,,),,1-
Lemma 3.3 Sous HO — H1 on a pour tout | € {1, ...,p}
Assertionl : ZXf_lnt converge p.s. sur {ZXf_l < 4oo} et
t=1 t=1
(ZX;H) [log (ZX?1>1 ZXffmt — 0 p.s.
t=1 t=1 t=1
sur {ZX ", = oo} pour tout a > 1/2. Par conséquent S, (v) = o, ZX (1) pour tout
t=1
v E€S.
Assertion2 .'ZXf_lnf converge p.s. sur {ZX ;< +oo} et ZXt =0y ((ZXE—1> > sur {Zth—l =
t=1 =1 t=1 t=1

oo} pour tout r > 1

Proof: Pour tout I > 1, et sous H1 le processus Xf_lnt est une différence de martingale adaptée a
la filtration <, donc sous HO D’assertion 1 et 2 sont des conséquences immédiates du théoreme de la
convergence locale pour les martingales (cf. [6] théoréme 20, p. 802).

O

Lemma 3.4 Sous la condition H () alors l’assertion 2 du lemme 3.3 peut étre formulée comme suit
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Assertiond : lim su X X < 400 sur {sup, X2 , < 40 et X2 =
n_ﬁ;(Z ) Ztlnt {sup, X3, Ztl }

t=1 t=1

Proof: L’assertion 3 résulte du théoréme de Freedman [9], le lemme de Kronecker et lassertionl du

Lemme 3.3 car Z (ZXk l) X2 , < 400, p.s. pour tout 7 > 1. Enfin si sup E {n®|S_1} < +o0
t
t=1 \k=1

T
|%t_1} < 400 p.s pour r € |1,2]. Par conséquent

pour o > 2, alors supE{ n? —sup B {77752|St_1}
t t

gxf_l ( supE{nt|\st 1}) =0, (ZX ) =0, (g&%)

t=1

sur < w : su X2 < 400 et X =400 cf. [6] théoreme 21, p. 802). D’autre part, la partie 2 de
p t—1 ) P p ) 1%
t=1

I’assertion2 du Lemme 3.3 résulte du fait que Z o {nt R 1} O, (ZXEJ . O
t=1 =

Lemma 3.5 Soit N = inf {n : S, (v) soit inversible} et supposons que N < +oo p.s. Pour tout v €S et
n > N + 1, soit la forme quadratique Q,(v) = S’ (v)S,;*(v)S,,(v). Alors

1. Qn(v) = 0p(1) sur {w : lim /\Effg)ix(n) < —|—oo}

n— oo

n—0o0

1+6
2. Qn(v) = op((log )\Eﬂgx( )) ) sur {w : lim ,\Sjgx( )= oo} pour tout § > 0.

3. Sous la condition H (¢) Q,(v) = Op(log )\I(nix( )) sur {w : lim )\Sﬁix(n) = —1—00}

n— oo

Proof: En utilisant I'identité P, (v)S;*(v)Z,, (v) = S, 1, (v)Z, (v) ot P,(v):=(1+2,,(v)S;*(v)Z,,(v)) ",
nous obtiendrons la récurrence suivante. Pour tout n > N +1

Qn(v) =S, 1 ()87 (V)81 (v) + 200 () 2, (v)S5 (v)S,, - 1(@)+ni(v)Z;(v)Sﬁl(v)Zn(v)
—Qn 1(v) = Pa1(0)S5, 1 (0)8,11(0) 2, (0) 2, (0)8, 11 ()8, 1 (v)
+2P,1(0) 2, (0)8, 11 (0) 8,1 (V) (v) + 15 (v) 2, (0)85 (V) Z,, (v).-

En sommant la récurrence précédente

Qu(v) = Qn() + Y Pa(v)S; ()87 (0)Z;(0)Z)(v)S] 1 (v)S; -1 (v)
j=N+1

n

=2 Z (0)8;21(0) S,y (W)mi(v) + D 1} () Z5(0)8] ™ (v)Z;(v).

J=N+1 J=N+1
Posons vy, (v) = Py_1(v)Z},(v)S; !, (v)Sy_1(v) if k> N + 1 et 0 sinon. D’apres le lemme 3.3, 2 on a

n n

Z (0)8;21(0) S,y (w)ni(v) = Y vini(w) =0, [ D vi(v) | +O0p(1).

J=N+1 j=N+1 j=N+1



6 A. BiBI1

Sur {w €Q: lim AR (N) < oo} et d’apres le lemme 3.3, 2 que on a Z Z}(v)STl(v)Zj(v) < 400

N—o00
j=N+1
p.s, et par conséquent Z n}(v)Z;(v)S; ! (v)Z;(v) < +o00. Dol
j=N+1
Que) = 0p(1) et 3 Pya(0)8)1 (0087 (0)Z; (0) Z ()85, (0)8, 1 (0) < +oo.
J=N+1

D’ot le résultat de I’assertion 1. Sur {w €eQ: A}im AL, (N) = oo}7 alors d’apres le 3.3, (2) et (3) on a
—00

1+48
S [

> BOZ WS 0z, =0, | | X Zws wzw) | =0, ((eerghm) )

J=N+1 j=N+1
(2.3)

) 146
et par conséquent Q,,(v) = O, <(log Amax (1 )) ) p.s et

> Bl 008, 02,012 (081,013, 20) = 0, ( (oAt () )
J=N+1

ceci montre I'assertion 2. Enfin sous H () alors comme Z/(v)S; *(v)Z,(v) < 1, p.s en utilisant le lemme
3.3 et (2.3) avec 0 = 0 pour obtenir Q,(v) = O, <log )\max ) sur I’ensemble {w €Q: lim )\max ooh

n—oo

Outre la supposition H () nous considérons la supposition suivante

Proof: du théoreme 2.2 Comme )\gi)n (n) = oo p.s pour tout v € S, alors S,,(v) est inversible p.s pour
n suffisamment grand. En utilisant la norme matricielle | M||* = Amax (M'M) nous obtiendrons

et le résultat découle du lemme 3.3, (3) et la supposition H1. O

6,0) 00| = 8" @) 8, <[22 @) 827 @) 8,0 = (A ) @ute)

4. Conclusion

Nous avons étudié le comportement asymptotique de I'estimateur des moindres carrés pour une classe
de modeles ARCH (p) a coefficients périodiques et sous des conditions relativement faibles. Cette étude
peut étre appliquée a plusieurs versions de type ARCH (p) périodique.
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