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Controle Otimo em Equagoes de Ondas via Equilibrios de Nash e Pareto*

Pitagoras P. de Carvalho e Gilcenio R. de Sousa Neto

ABSTRACT: The objective of this work is to conduct a theoretical and numerical study on bi-objective
optimal control for linear and semilinear wave equations, using Nash and Pareto equilibrium strategies in
three-dimensional domains. Due to its connection with an optimization process, we will employ cost functional
minimization, which is formulated in combination with strategies related to Nash and Pareto Equilibria. We
will use the Free Fem++ software to translate the theoretical problems into C++ programming code, describing
the spatial discretization through the Finite Element Method (FEM) and the temporal evolution discretization
using the Finite Difference Method.
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1. Introducgao

Este estudo apresenta uma anélise do controle étimo para equacoes de ondas lineares e semilineares,
utilizando estratégias de teoria de jogos cooperativos e nao cooperativos. A teoria de controle é um
campo com diversas aplicacoes em areas como fisica, engenharias, biologia, medicina e economia e tem
como objetivo manipular varidveis de um sistema para alcangar comportamentos desejados. Dentro
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dessa teoria, existem diferentes tipos de controle. Além do controle 6timo, podemos citar o controle
exato, controle aproximado e controle nulo. O controle 6timo busca minimizar custos ou maximizar
beneficios. Quando ha mais de um objetivo a ser atingido, é natural inserir mais de um controle, cada
um responsavel por cumprir uma tarefa de minimizacao. Nesse tipo de situagao, acaba sendo necessaria
a adocao de uma estratégia que equilibre a eficiéncia dos diversos controles envolvidos. Existem varios
conceitos de equilibrio para problemas desse tipo.

Neste trabalho, utilizaremos a estratégia de otimizacdo ndo cooperativa proposta por Nash [31],
e a estratégia cooperativa de Pareto [34]. Estas duas estratégias vém recebendo, recentemente, na
teoria de controle, muita atengdo devido aos trabalhos de Lions em [27,28,29]. Esses trabalhos viabi-
lizaram a aplicacao de estratégias multi-objetivas a problemas de controlabilidade de sistemas baseados
em Equagoes Diferenciais. Em seguida, diversos autores contribuiram para o desenvolvimento da teoria.

Nos ultimos 10 anos, diversos estudos relevantes foram realizados utilizando as estratégias de Nash
e Pareto. Em 2015, Araruna et al. [4] combinaram o conceito hierdrquico de Stackelberg [36] com a
estratégia de Equilibrio de Nash para resolver um problema de controle nulo multi-objetivo para equagao
do calor. Tais resultados foram estendidos nos anos seguintes, em [2], para dominios de atua¢do mais
gerais, em [3], para equagdo da onda, e em [19], para dominios ilimitados. Em 2016 [17] e 2018 [18], de
Jesus et al. estudaram um problema de controlabilidade aproximada multi-objetivo em um dominio com
fronteira mével, segundo a estratégia de Nash.

A partir de 2018, uma série de analises numérico-computacionais foi desenvolvida sobre problemas
de controle mono-objetivos e multi-objetivos envolvendo as estratégias de Nash e Pareto. Carvalho et
al. estenderam em 2018 [13] e 2020 [14], com andlise numérica incluida, os resultados de controle étimo
para um sistema distribuido da equacao do calor e da onda, linear e semilineares, por meio de controle
bi-objetivo, via Equilibrio de Nash e Pareto. Em 2021, foram apresentadas em [10] andlises numéricas
e simulagoes para o controle 6timo da equacao do calor em dominios tridimensionais, comparando a
eficiéncia de métodos numéricos e qualificando os desempenhos computacionais. Em 2022, foram apre-
sentados em [11] resultados de controle hierdrquico para problemas de controle timo, agora, com fronteira
movel, ampliando o alcance teérico e numérico dessa abordagem. Diversos outros avangos recentes sobre
a construgdo de métodos numéricos aplicados & controlabilidade sdo encontrados em [12,15,16,26,30,32].
No que segue, apresentaremos efetivamente os resultados do nosso trabalho.

2. Formulacao dos Problemas

Sejam © C R? um aberto conexo com fronteira 9 regular, T > 0 e Q =  x (0,7) o cilindro com
fronteira lateral ¥ = 9Q x (0,T). Neste artigo, realizaremos uma anélise de sistemas de equagdes da
onda, dividindo-os em dois casos, conforme descritos a seguir.

Caso Linear:

Yy — Ay = f+v1lo, + v2lp, em Q,
y=0 sobre X, (2.1)
y(x,0) = yo(x), ye(z,0) = y1(x) em €.

Caso Semilinear:

ye —Ay+ Fy) = f+vlo, +v2l0, em Q,
y=0 sobre X, (2.2)

y(,0) = yo(x), ye(x,0) = y1(x) em ).

Nos sistemas acima, y(x,t) representa o estado y na posicdo espacial = e no instante de tempo t. Os
conjuntos O e Oy C §2 sao os subdominios de atuacao dos controles v; e v, respectivamente, satisfazendo
a condicao 01 N Oy = 0. Usaremos O; 4 para denotar os dominios de observagao dos controles, sendo
i = 1,2. Denotamos por 1o, a func@o caracteristica associada ao subdominio O;. No caso semilinear,
assumiremos que F'(y) é uma fungao lipschitziana.

Consideramos os espagos para os controles vy e vq, respectivamente por

Vi :=L*(0; x (0,7)), Vi:=L*(Oyx(0,T)), V:=VxVy,
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com produto interno {((vi,vs2), (u1,u2))y = (v1,u1)y, + (v2, us)y,, € os funcionais

Ji : L*(01 x (0,7)) x L*(O4 x (0,T)) — R,

1 i
Fitwne) = [ - veaPdode+ 5 [ s, (2.3)
2 0;,ax(0,T) 2 0;x(0,T)

onde y1; é uma constante positiva e y; 4 = y; a(z,t) € L*(O;4 x (0,7T)) é uma fungdo dada, para i = 1,2.
Os problemas de controle abordados neste trabalho seguem duas linhas de estratégias de equilibrio:

definidos por

(1) Equilibrio de Nash. Um par (vi,v2) € V é um Equilibrio de Nash para os funcionais J; se

satisfaz
Ji(v1,v2) < Ji(01,v2) Vo1 € Vq,
Jo(v1,v2) < Ja(vi,02) Vg € Vo

(2) Egquilibrio de Pareto. Um par (vi,ve) € V é um Equilibrio de Pareto para os funcionais J; se

Ji(01,02) < Ji(vi,v2) e Ja(01,02) < Jo(v1,v2),
com desigualdade estrita para pelo menos um J;.

39(’01,’02) S V\{(’Ul, 1}2)} tal que {

Conforme exposto, este trabalho tem como objetivo o estudo tedrico e a anélise numérica dos proble-
mas associados as equagoes (2.1) e (2.2), respectivamente. A estrutura do texto é a seguinte: na Segao 3,
analisamos o sistema linear (2.1), demonstrando a existéncia dos equilibrios de Nash e Pareto e derivando
o sistema de otimalidade correspondente a cada problema de minimizagao. Em seguida, na Secao 4,
repetiremos para o sistema semilinear (2.2) resultados semelhantes aos obtidos no caso linear, isto é,
existéncia e sistema de otimalidade. Na Segao 5, destacamos os algoritmos iterativos que constituem a
base para as simulagoes numéricas dos problemas estudados. Por fim, apresentamos simulagoes na Secao
6, indicando o ponto culminante deste trabalho, que evidencia a conexao entre os resultados teéricos e os
métodos numéricos discutidos.

3. Equagao da Onda - Caso Linear

Como iniciaremos analisando os problemas de controle 6timo baseados no sistema (2.1), que trata de
problemas de minimizagao, serd necessario lidar com pontos criticos e, consequentemente, da derivagao
dos funcionais associados. No resultado a seguir, reunimos propriedades de regularidade e derivacao
satisfeitas pelos funcionais J; (i = 1, 2).

3.1. Propriedades
Proposicao 3.1 Os funcionais
v = Ji(v,v2) e va e Ja(vi,v2),

associados ao sistema (2.1), sio de classe Ct. Em particular, J; é de classe C'.

Demonstragao: Considere os operadores L; : V; — L?(Q) (i = 1,2), onde L(%) = 2% é a solugao de
2t — A2 =910, em @,
=0 sobre 3, (3.1)
2'(z,0) =0, zi(x,0) =0 em ().

Pela unicidade de solugdo e linearidade do sistema (3.1), os operadores L; estao bem definidos e sdo

lineares, e portanto, sdo continuos. Além disso, uma vez que f € L?(Q), sabemos que existe uma tinica

solucdo u € L?(Q) para
Uy —Au=f em Q,

u=20 sobre X,

u(z,0) = u’, w(x,0) =u em ().
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Dessa forma, podemos escrever y = Liv; + Lovy 4+ u €, por conseguinte, temos uma reformulacao dos
funcionais (2.3) dada por

1 i )
Ji(v1,v9) = = // |Liv1 + Lova +u — yi,d|2da:dt + Hi // lvi|?dxdt, i=1,2.
2 JJo,.xo1) 2 JJo,xo,1)

Considerando que

Ji(v1 + s01,v2) —
s

, 1
jl (Ul '02) — // ( |L11}1| —+ 2L1’U1 (lel —+ L2U2 +u—y; d)) dxdt
01 dX(O T

// |v1| + 2U1v1) dxdt
O, X(O T

e tomando o limite na expressao acima quando s — 0, obtemos a derivada de Gateaux da funcao
v1 — J1(v1,v2) no ponto v1 na dire¢do 1, descrita como

Ji (v1,v2) - (91,0 // Ly91(y — y1,a)dxdt + py // v101dzdt . (3.2)
01.4%(0,T) 01 %(0,T)

Mostremos agora que v — J1 (v, v2) é uma aplicacio de classe C'! (possui derivada de Gateaux continua).
Para isso, observemos que dada uma sequéncia 07 — 07 em Vq, resulta que

Hy = F{ (o1, 0) - (87, 0) = T (w1, v2) - (81, 0) = 0. (3.3)

De fato, como

| Hn|

IN

// Lo (67 — 61| Lyvs |dwdt + // o |7 — 61 |davdt
Q><(0 T) 01 x(0,T)

(121 E iz + 1) lorlva 197 = dillv,,

IN

temos (3.3) ocorre quando v} — v; em Vj.
Procedendo de forma andloga para i = 2, calculamos

T5(vi,v2) - (0,02) = // Lot2(y — y2,q)dwdt + pio // vaUzdxdt, (3.4)
02yd><(O,T) OQX(O,T)

e obtemos que a aplicacdo vy — Jo(v1,v2) é de classe C1. Além disso, podemos calcular também

Ji(v1,v2) - (01,02) = J/(v1,v2)(01,0) + T/ (v1,v2)(0, 02)
2
_ // Litn(y — yi.q) dudt + i // Sipondy dedt |, (D)
i k=1 05,4 (0,T) 0O;%x(0,T)

deduzindo que a aplicacio (v1, v2) — J;(v1,v2) tem derivada de Gateaux continua, isto é, que os funcionais
Ji também sao de classe C1, para (i = 1,2). O

A seguir, apresentamos resultados que estabelecem equivaléncias entre diferentes conceitos de equilibrio.
Essas equivaléncias serdo fundamentais para a construcao do sistema de otimalidade, o qual servird como
base para o desenvolvimento dos algoritmos iterativos.

Proposicao 3.2 (Equilibrio de Nash) As afirmagoes abaizo sio equivalentes:
(i) O par (vi,ve) € um Equilibrio de Nash para J;;
(ii) As derivadas parciais dos funcionais J; no ponto (vy,vs) se anulam, i.e.

J{(v1,v2) - (01,0) =0 ,Vdy € Vi, Ta(v1,v2) - (0,752) =0 ,Vig € Vy; (3.6)
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(ii) Vale a expressao

// Liﬁi(y — yi)d)dl‘dt + Wi // v; Uz dxdt = 0, Vv €V,
Oi,dX(O,T) OiX(O,T)

Demonstragao: Assumindo que o item (z) vale, isto é, que o par (v1,vs) seja um Equilibrio de Nash
para os funcionais J;, temos que

J1(v1,v2) < J1(01,v2) e Ja(vi,v2) < Ja(vy, 02). (3.7)

Isso implica que v; é um minimo (e ponto critico) de ¥ — J1(v1,v2) e que v é um minimo (e ponto
critico) de 09 — Ji(v1,v2). Dai segue o item (i7).

Assumindo agora que o item (%) vale, temos que v; é um ponto critico de 0; — J;(v1, v2), parai = 1,2.
Uma vez que os funcionais 9; — J;(v1,v2) s@o estritamente convexos e limitados inferiormente, pois os
funcionais J; também séo, segue que v; é o tnico ponto de minimo de 9; — J;(v1,v2), isto é, que ocorre
(3.7). Dai, temos que o par (vy,vy) é um Equilibrio de Nash, provando o item (). Finalmente, podemos
observar que os itens (i7) e (ii4) sdo equivalentes gragas as expressoes (3.2) e (3.4). O

Proposicao 3.3 (Equilibrio de Pareto) As afirmagoes abaizo sao verdadeiras:

(i) Se (v1,v2) é um Equilibrio de Pareto para Jy e Ja, entdo existe X € [0,1] tal que
ATy (v1,02) + (1 = X) Ty (v1,v2) = 0. (3.8)

(i) A identidade (3.8) pode ser reescrita como

// Ay —y1.a)lo, .+ (L= Ny — y2.a)L0,.,] (L1091 + Lody) dadt
Qx(0,T) (3.9)
+ / (A1v101lo, + (1 = N pgvatole,) dedt =0, Y(01,02) € V.
Qx(0,T)

(iii) Dado X\ € (0,1), a identidade (3.8) € verdadeira se, e somente se,
Ini=AN + (1= N
possui um minimo em (vy,vs).
(iv) Se (3.8) é vdlida, para algum X € (0,1), entdo (v1,v2) € um Equilibrio de Pareto.

Demonstragao: Para provar (i), suponhamos que (v1,v2) é um Equilibrio de Pareto. Logo, o par
(v1,v2) € V é solugao para o problema extremal restrito

minimizar J; (01, 02),
sujeito a jg(f)l,f}g) < jg(’Ul,’Ug),
e, consequentemente, podemos utilizar o critério de Kuhn-Tucker, para obter a existéncia de uma con-

stante A > 0 tal que
J1(v1,v2) + AJ2(v1,v2) = 0.
Dessa forma, a expressio (3.8) vale para A = 1/(1 + \).

Para chegar a (3.9), basta substituir (3.5) em (3.8). Isto prova o item (i). J& o item (¢i7), é uma
consequéncia imediata do item (), pois AJ; + (1 — A\)J2 é convexa. Em seguida, a fim de provar o item
(iv), suponhamos que v = (v1, v2) satisfaz (3.8) para A € (0,1). Pelo item (i), temos que

AT1(0) + (1 = N T (v) < ATL(D) + (1 = N)J2(D), VeV, (3.10)
0 que, por sua vez, implica que (vi,v2) é um Equilibrio de Pareto. De fato, se (v1,v2) néo fosse um
Equilibrio de Pareto, terfamos que existe v = (v1,02) € V tal que, digamos, J1(v1,02) < J1(v1,v2) €
J2(01,72) < Ja(v1,v2). Como A e 1 — A s@o positivos, concluirfamos que

ATL(D) + (1 = XN)T2(0) < AT1(v) + (1 — N)J2(v),

o que entraria em contradigdo com (3.10). O



6 PiTAGORAS P. DE CARVALHO E GILCENIO R. DE Sousa NETO

3.2. Os sistemas de otimalidade de Nash e Pareto

Deduzimos agora os sistemas de otimalidade para os casos Nash e Pareto lineares.

3.2.1. Sistema de otimalidade de Nash.
No item (#ii) da Proposi¢ao 3.2 vimos que (v1,v3) é um Equilibrio de Nash, se e somente se, vale a

expressao
// zi(y — yi,a)lo, ,drdt + p; // viv;dxdt =0, Yo; € Vy, (3.11)
Q 0;%(0,T)

onde z; é solugao de
zp — Az =010, em @,
21 =0 sobre X,
24(x,0) =0, zi(2,0) =0 em (.

Multiplicando a primeira linha do sistema acima por uma funcdo ¢ suficientemente regular, e inte-
grando por partes, temos que

D" = Z i —z i T Zi i i vdt — 97 i
//OMO’T)W —/Q( (T)6"(T) — 2(T) (1)) d +//Q (¢}, — A¢?)dadt : an¢d1“. (3.12)

A fim de viabilizar a comparacao das igualdades (3.11) e (3.12), iremos impor que ¢ satisfaca as condigdes
abaixo

ot — A = (y—via)lo, . em @,
¢'=0 sobre X, (3.13)
¢'(x,T) =0, ¢(,T) =0 em €.

Dessa forma, (3.12) se torna

// 0@ dadt = // 2y — yia)lo, ,drdt. (3.14)
0, x(0,T) Q ’

Notemos que a expressao em (3.14) é vélida independentemente de (vy,v2) ser um Equilibrio de Nash ou
nao. Porém, comparando (3.11) e (3.14), concluimos que, (vi,v2) é um Equilibrio de Nash, se, e somente

se,

1 .
V; = _7(1)1]10“ 1= 1,2.

i

Assim, quando (v1,v2) for um Equilibrio de Nash, poderemos reformular o o sistema (2.1) como segue:

1 1
Yt — Ay = f - 7¢1101 - 7¢2]1(92 em Q7

M1 H2
by — AP = (y —yi.a)lo,, em @, (3.15)
y=0,¢"=0 sobre 3,

(bi(va) = 07 gb%(ﬂ?,T) = 0> y(l’,O) = yo(.’E), yt<$70) = yl(x) em ().
3.2.2. Sistema de otimalidade de Pareto.

Seja (v1,v2) um Equilibrio de Pareto. De acordo com os itens (i) e (i) da Proposigdo 3.3, temos,
para quaisquer (01, 92) € V, que

// [)\(y — yl,d)]lol,d + (1 — )\)(y — y27d)]]'02,d] (Llf)l + LQ'{)Q) d:vdt
Qx(0,T)

+ // ()\/Lﬂ}lf]l]lol + (1 - )\)/1,27)2@2]102) dzxdt = 0.
Qx(0,7)



EQUILIBRIOS DE NASH E PARETO PARA EQUACOES DE ONDA 7
Sendo ¢’ solucdo do sistema 3.13, segue que
T Gk~ a6h) + (1= N6k - AG)] (L + Lata) dod
Qx(0,T)

+ // ()\/Ll’vlfjlllol + (1 - )\)/1,27)2’{)2]1@2) dzdt = 0.
Qx(0,T)
Usando integracao por partes, chegamos em

// [(Ao' + (1= N)¢?] (0110, + B2l0,) dudt
Qx(0,T)

+ // AMv101lo, + (1 — A pgvetale,) dedt = 0.
Qx(0,T)

Como (91, 02) é arbitrério, obtemos, como consequéncia do Lema de Du Bois-Raymond, que

1 1-A 1 A
v = —— <¢1 + /\¢2) 1o, e vy= T (Hf?l + ¢2> lo,. (3.16)

Assim, quando (v1,v2) for um Equilibrio de Pareto, poderemos reformular o sistema (2.1) como segue:

v —Dy=f— - (<z>1 + Hqs?) P (Aqsl + ¢2) lo, em Q
M1 A M2 1-A
P — AP = (y—yia)lo,, em Q (3.17)
y=0,¢" =0 sobre X
¢'(2,T) =0, ¢j(z,T) =0, y(z,0) = yo(x), ye(x,0) = y1(x) em .

Os sistemas (3.15) e (3.17) sdo conhecidos na literatura como Sistema de otimalidade de Nash e Sistema
de otimalidade de Pareto, respectivamente.

3.3. Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash e Pareto

Agora, iremos provar a existéncia e unicidade para os Equilibrios de Nash e Pareto utilizando o
teorema de Lax-Milgram.

Teorema 3.1 (FEzisténcia e Unicidade do Equilibrio de Nash)
Suponhamos que
o, Lalle) <4m e Lo, Lolla) <4pe, (3.18)

onde || - ||(;y denota a norma no espago L(Vs_i; L*(O5.q4 % (0,T))). Entao, para cada f € L*(2 x (0,T))
existe um Equilibrio de Nash (v1,v2) € V.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.2, o par (vq,vs) ser um Equilibrio de Nash equivale a satisfazer as
equacoes integrais

Oide(O,T) O,;X(O,T)

Lembrando que y = Lyv; + Lavy + u, podemos reescrever (3.19) como
// [Lf(L1U1 + Lovo +u — yi,d)lloi,d + ,Uﬂji] vdxdt =0, Yv;, €V;, i=1,2,
0;%(0,T)

onde L} ¢é o operador adjunto a L;. Dessa forma, utilizando a linearidade de L, temos que (v1,v2) é um
Equilibrio de Nash se, e somente se,

Li(Livy + Lova)lo, , + pivi = L (Yia —u)lo, ,, em V; (i=1,2).
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Logo, denotando
M(v1,v2) = (L (Livy + Lava)lo, , + pavi, Ly(L1v1 4+ Lova)lo, , + pava),

K = (Li(y1,a —w)lo, 4 L5(y2,a — u)lo, ),

para garantir a existéncia e unicidade do Equilibrio de Nash basta mostrar que a equagao
M(vy,v2) = K, (v1,v2) €V, (3.20)

possui uma tnica solugao. Para fazer isso, consideremos a forma bilinear continua

B((v1,v2), (01,02)) = (M(v1, v2), (01, 02))v-

Uma vez que mostrarmos que esta forma é coerciva, o teorema de Lax-Milgram garantird a existéncia de
solugao para (3.20). Para justificar a coercividade de B, calculemos

2
B((v1,v2), (v1,02)) = Y (LI ((Livy + Lava)lo, ,) + mivi, i)y,

131 )
i=17 70
2

1yd><(O,T) i=1
-3 (uinvz«na I o, 0 + [ lelemdt>
=1 O;,a%x(0,T)

e, via desigualde de Young, observemos que

2
1
Z// Ll’UlLQUQdiEdt 2 _Z (HLl(Ul)‘|%2(02,4X(0’T)) + ||L2(U2)||%2(Ol,dx(O’T)))
i=1 oi,dX(O7T) (3 22)
) .

- Z ILi(i)ll72(0, 4x (07

i=1

Substituindo (3.22) em (3.21), obtemos que

2
1
B((v1,v2), (v1,02)) > Y millvill, — 1 (||L1(v1)||%2((921d><(0,T)) + ||L2(02)||2L2(ol,dx(o,T)))
231
> Yl (= ou, Lillfsy)
i=1
o que conclui a coercividade de B, uma vez que, por hipdtese, vale (3.18). O

Teorema 3.2 (Ezisténcia do FEquilibrio de Pareto)
Suponha que

1—-A

2 H]lol,dLlH%lJ)"' B\ ||]102,dL1H%1,2) < M,
1-A

2 H]]'Ol‘dL2||%27l)+T||]]'02,dL2H(22,2) < M2,

(3.23)

onde || - ||;,5) denota a norma no espago L(Vi; L*(Ojq4 x (0,T))) para cada i = 1,2. Entdo, para cada
feL*Qx(0,T)) existe um Equilibrio de Pareto (vy,v2) € V.
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Demonstragao: De acordo com as informagoes contidas na Proposigao 3.3, para garantir a existéncia de
um Equilibrio de Pareto, basta mostrar que, para algum A € (0, 1), existe um par (vy,vs) € V satisfazendo

/ / Y = yra) o, o + (1= Ny — yoa)Loy ] (Eatr + Lois) dedt
Qx(0,T)

(3.24)
+ // ()\,ulvl’[q]lol + (1 — )\)M2U262]102) dxdt =0, V(f)l,f)g) evVv.
Qx(0,T)

Fixemos A € (0,1). Procedendo de forma similar & feita no célculo do Equilibrio de Nash, temos que
(3.24) ocorre se o problema

M)\(’Ul,’vg) = K)\, (Ul,vg) c V, (3.25)
possui solugao, onde
My (vi,v2) = (can +Apavr, agx + (1= A)ugvs),
a; N = L: [(lel + L2/U2)(A101,d + (1 - /\)Iloz,d] )
Ky = (Li(Br), L3(Br)),
Br = AMyra—wlo, , + (1 =) (Y24 —u)lo,,-

Para provar (3.25), tomaremos, assim como na segao anterior, a forma bilinear continua

Ba((v1,v2), (91, 02)) = (Mx(v1,v2), (01, 92))v,

e mostraremos que ela é coerciva. O teorema de Lax-Milgram fornecera a solugao tnica para (3.25). Para
mostrar a coercividade, observe que

Bx((v1,v2), (v1,v2))
= // {LT [(lel -+ LQUQ) ()\]].ol‘d + (1 — )\)]12@)} + )\‘ul’Ul} Uldl’dt
OIX(O,T)

+ // {L; [(lel + LQ’UQ) ()‘ﬂol,d + (1 - )\)]lg,d)] + (1 - A),UQ’UQ} UQdIdt
OQX(O,T)

= M| L1vr + Lova|l72(0, ,x 0,y + (1= M L1or + Lava|[72 (0, ,x0.1))
+ A [[or[[§, 4 (1= Npelloa |7,
> (2A1oy u Ll = 201 = VLo Ll 2 + A ) a3,

+ (22110, Lallfy) = 201 = MLy Lalltyz) + (1= N2 ) [y,

donde segue que By é coerciva, visto que estamos assumindo (3.23). O

Observagao 3.1 A unicidade do Equilibrio de Pareto, em geral, ndo ocorre. Como podemos ver na
demonstrag¢io do Teorema 3.2, para cada A € (0,1), ewiste um (vi,v2) Equilibrio de Pareto. Além
disso, a unicidade obtida como consequéncia do teorema de Laz-Milgram nao remete necessariamente o
unicidade dos Equilibrios de Pareto.

4. Equacgao da Onda - Caso Semilinear

Agora, faremos um estudo dos Equilibrios de Nash e Pareto direcionado aos casos semilineares. Nos
casos lineares, vimos que os funcionais J; sdo convexos. Isso possibilitou o par (vi,v3) € V ser um
Equilibrio de Nash se, e somente se, satisfaz (3.6). Além disso, provou-se a existéncia de uma relagao
entre ser um Equilibrio de Pareto e satisfazer a equagao (3.8). Entretanto, no caso semilinear, com F
sendo uma funcao lipschitziana, ndo temos a convexidade de J; garantida, motivando defini¢goes mais
fracas, abaixo apresentadas.

Definigao 4.1 (Quase-Equilibrio de Nash) Dada uma funcio f € L*(2 x (0,T)), o par (vy,ve) €
um Quase-Equilibrio de Nash para os funcionais J; se satisfaz (3.6).
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Definigdo 4.2 (Quase-Equilibrio Pareto) Dada uma funcdio f € L*(2 x (0,T)), o par (vy,v2) € um
Quase-Equilibrio de Pareto para os funcionais J; se satisfaz (3.8) para algum A € (0,1).

A seguir, revisitaremos de forma sucinta os passos do estudo dos sistemas lineares. Nosso objetivo
serd determinar os sistemas de otimalidade e demonstrar a existéncia dos Quase-Equilibrios de Nash e
Pareto. Vale ressaltar que a nao-linearidade do sistema impoe distingoes e dificuldades adicionais quando
comparada ao caso linear.

4.1. O Sistema de otimalidade e a Existéncia do Equilibrio de Nash

Vamos obter o sistema de otimalidade associado ao sistema

Yy — Ay + F(y) = f+v1lp, +v2lp, em Q,
y=0 sobre X (4.1)
y(.’E, 0) = yO(x)a yt(x70) =" (x) €m Qa

assumindo que F' é uma funcao lipschitziana. Ao contrario do caso linear, no caso semilinear nao é mais
possivel escrever y = Ly + Ly + u, onde L; sao operadores lineares. Por esse motivo, vamos mudar a
abordagem, em relacao ao caso linear, para calcular as derivadas em (3.6). Vejamos que

~ . 1,s _ 2 1,5 _
Ji(v1 + s01,03) — Ji(v1,02) // s yy’ + (yy) (y — y1.a) | dzdt
s 01.4%(0,7) | 2 §

s
s

+ // (*|171|2 + 01171) dxdt,
0;%(0,T) \2

onde y* ¢ a solucdo de

Y — Ayt + F(y™*) = f + (v1 + si1) Lo, + valo, em @,
y =0 sobre X,
Yo (2,0) = yo(2), ¥, (2,0) = yi1 (x) em ().

Observando que z; = limg_,o(y"* — y)/s é a solugao do sistema

2, — A+ F ()2 = b, em @
2i=0 sobre ¥ (4.2)
24(x,0) =0, zi(2,0) =0 em €,

e obtém-se

Fior,) - (00,0) = [[ Ay madade s [ wiidad
01,4 %x(0,T) 01 x(0,T)

Analogamente,

Ta(v1,v2) - (0,09) = // 22(y — yo,q)dxdt + 1 // voUodxdt.
OQ’dX(O,T) OQX(O,T)

Multiplicando a primeira linha de (4.2) pela solugio ¢’ do sistema
Py — AP’ + F'(y)¢' = (y — yi.a) o, em @,
¢ =0 sobre X, (4.3)
¢i(xaT) =0, Qﬁ;(l’,T) =0 em (),

e usando integragao por partes, chegamos, da mesma forma que no caso linear, & conclusiao que (3.6) é
equivalente a

1 .
v, =——0¢'lp,, i=1,2. (4.4)
Hi
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Logo, (v1,v2) é um Quase-Equilibrio de Nash se, e somente se, satisfaz (4.4). O sistema de otimalidade
procurado é, portanto, dado por

1 1
yu — Ay + F(y)=f— —¢'lo, — —¢*1o, em Q,
M1 M2
bl —AQ" +F (y)¢' = (v —via)lo, . em Q,
y=0,¢"=0 sobre 3,

¢i(x7T) =0 ,¢1($7T) =0, y($,0) = yO(x)a yt(l’,O) = y1($) em ().

A prova da existéncia do Quase-Equilibrio de Nash realizada no caso linear ndo pode ser repetida
aqui, pois o operador L;, e seu adjunto L}, associados ao sistema (4.2) ndo sdo lineares. Para contornar
esse problema, faremos uma prova via ponto fixo. No que segue, denota-se Cr como constante positiva
de Lipschitz que satisfaz HF/ | < Cp.

Teorema 4.1 (Ezisténcia do Quase-Equilibrio de Nash) Seja f € L?(Q x (0,T)). Existe uma constante
positiva po = po(Q, T, Cr, || fllL2()) tal que, se py,po > po, entdo existe um Quase-Equilibrio de Nash
para os funcionais J;.

Demonstracgao: Definimos a aplicagdo A : V — V dada por
1 1
A(Ul, ’UQ) = (_¢1]1017 _¢2]102> .
M1 H2

Logo, utilizando desigualdades de energia, podemos calcular

o CQ,T) o
2 ) 1 42 1 22y(|12
[A(vi,v2) — A(U17U2)”v < min{m,m}ll(fb ,0°) — (0,9 )”L?(Q)xL?(Q)
c(,T,Cr) 112
< —y - 2 .
~ min{ug, po} lly =9z (@) (4.5)
C(QvT7CF7||fHL2(Q)) A~ o~ 2
< — .
> min{ﬂl,ﬂZ} H(UlvUQ) (UlvUQ)HV

Tomando p1, o suficientemente grandes, A se torna uma contracdo e, consequentemente, possui um
ponto fixo v = (v1, vg) satisfazendo (4.4). Esse ponto fixo é, portanto, um Quase-Equilibrio de Nash. O
4.2. O Sistema de otimalidade e a Existéncia do Equilibrio de Pareto

O sistema de otimalidade de Pareto para o (4.1) é obtido de forma semelhante ao sistema de otimal-
idade de Nash no caso semilinear. Sendo ¢’ solucio do sistema (4.3), tem-se:

(i) Se (v1,v2) é um Quase-Equilibrio de Pareto, entao existe A € (0, 1) tal que

(¢1 + 1AA¢2> o, o (Aasl + ¢2> Lo, (4.6)

e p2 \1—A

1
H1
(ii) Se existe A € (0,1) tal que (v1,v2) satisfaz (4.6), entdo (vi,v2) é um Quase-Equilibrio de Pareto.

Logo, o sistema de otimalidade procurado serd dado por meio do sistema

_p A 1A LA e
Yt _Ay +F(y)_f ) <¢ + A ¢>]101 L2 <1_)\¢ +¢>]102 em Qa
i — DD +F ()¢ = (y—via)lo,, em Q,
y=0,¢"=0 sobre
¢'(z,T) =0,¢}(z,T) =0, y(z,0) = yo(z), yi(z,0) = y1(x) em .

Assim como foi feito para o Quase-Equilibrio de Nash, faremos a prova da existéncia do Quase-Equilibrio
de Pareto via ponto fixo.
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Teorema 4.2 (Ezisténcia do Quase-Equilibrio de Pareto) Seja f € L?(2 x (0,T)) e A € (0,1). Euiste
uma constante positiva po = po(L T, Cr, ||fllz2(q), A) tal que, se p1, 2 > po, entdo eriste um Quase-
Equilibrio de Pareto para os funcionais [J;.

Demonstragao: Para A € (0,1) fixo, definimos a aplicacao A : V — V dada por

AR D YR N R A U
A(vi,v2) = (Nl <¢> +>\¢)’M2 <1_)\¢ +¢>)

e mostramos que (4.5) vale para uma constante C(Q, T, Cr, || f||z2(g), A). Em seguida, escolhemos fi1, ji2
grandes o suficiente para A se tornar uma contragdo com um ponto fixo satisfazendo (4.6). Tal ponto
fixo é um Quase-Equilibrio de Pareto. o

5. Aspectos Numéricos

Serao apresentados, a seguir, algoritmos iterativos desenvolvidos para a resolugao dos problemas de
equilibrio, tanto lineares quanto semilineares. Para os problemas lineares, serd empregado o Método
do Ponto Fixo, enquanto os problemas semilineares serao abordados utilizando o Método de Newton-
Raphson. Antes da descrigao detalhada desses algoritmos, serd exposto o processo completo de dis-
cretizagao dos problemas, o qual abrange a discretizagao espacial por meio do Método dos Elementos
Finitos e a discretizacao temporal via Método das Diferencas Finitas.

5.1. Algoritmos iterativos

Existe uma ampla variedade de métodos iterativos para estruturar algoritmos que realizem simulagoes
numéricas de EDP’s (lineares e ndo lineares). No entanto, neste trabalho, optamos pela utilizagdo do
Método do Ponto Fixo para os casos lineares e do Método de Newton para os problemas nao lineares.
Algumas abordagens iterativas podem ser adaptadas aos problemas de controle étimo, como ilustrado
em [5,10,11,13,14,32], nos quais foram empregados métodos de alta eficiéncia em termos de convergéncia.
Em particular, no trabalho de [10], sdo apresentados diversos algoritmos acompanhados de andlises
comparativas de eficiéncia para problemas lineares e nao lineares. Contudo, os resultados apresentados
no estudo [10], restringem-se & equagao do calor e ao caso especifico do Equilibrio de Nash. Para os
nossos problemas, iniciaremos agora o processo de discretizagao apds ter empregado as nogoes de controle
6timo.

e Discretizacao do Tempo

Consideramos inicialmente uma discretizagdo com passo de tempo At. Seja m um inteiro positivo,

T
definimos At = — e pomos t° = 0 e t™ = mAt. Vejamos que,
m

0=t"<tl<..<tm=T.
Logo, para cada passo dado podemos aproximar o espaco de tempo, i.e.
VIt = L2(0)™ ~ V; = L*(0; x (0,T)), i=1,2.

Assim, podemos interpretar os elementos de V™ como controle em V; que s@o por partes constantes no

tempo. Em suma, podemos aproximar os controles v?“

=~ V.

e Discretizacao do Espacgo

A partir de agora, assumiremos que € é um dominio poligonal de R®. Também assumiremos que O; 4
e O; séo poligonais. Consideremos a triangulacdo 7, de €2, onde h é o maior comprimento das arestas
dos tridngulos de .7;. Consideremos

P = {z€ H'(Q)|VK € %, zePi(K)},
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sendo P (K) o espaco das fungoes polinomiais em K de grau < 1; assim, dim(Py(K)) = 3 e dim(W) =
Ny, onde N, é o nimero de vértices de 7},.
Agora, aproximaremos o espago, para i € {1,2}, V; por Vﬁf, definido por Vﬁf = (Vi,h)N, onde

‘/i,h = {Z A %0(61), Z|T S Pl,VT c Oz}

Assim, temos a aproximagao para V" = 1h X Vﬁz' Por fim, aproximamos o espago
{z€ L20,T; HY(Q)) : 2(1)|,, = 0},
por W}y definido por W) = (Wj0)", onde
Who = {z e Wy : Z|Fl = ()}.

A equacao de estado em (2.1) e os sistemas adjuntos em (3.13) podem ser aproximados no tempo
e no espaco incorporando técnicas de elementos finitos para a discretizacao espacial do problema, e
diferencas finitas para a discretizacao temporal. Com efeito, denotando para cada fungdo g uma aprox-
imagao g (z, mAt) = g;*(x,t), construimos uma aproximacao para y e f dadas como y(z,t), = y;*(z,t),
flz, ) ~ fi"(x,t). Além disso, dados yhm+1(x, t) e yp*(x,t), tem-se, via diferencas finitas no tempo, que

m—+1

m
mAl _ iy Jh T Yn
Yt T AT A
De modo analogo,
et — g WD W) w20
hitt At—0 At At—0 (At)?

Vale destacar que usando os dados iniciais em (2.1) e (2.2), segue que

y}:n o ym,—l L
vie® T = k= u T (A

Ainda, y)) = yo(x,0) = yo, pois yo ¢ um valor dado. O mesmo ocorrerd com yy , ~ y1(x,0) = y1. Logo,
para m = 1 teremos yi =y + (At)y?m = yo + (At)y; . Ou seja, conhecendo os dados iniciais, podemos
computar os valores das fungoes para cada passo de tempo em fungao do passo anterior.

Considerando a aproximacao acima de maneira adequada, podemos rescrever os sistemas (2.1) e (2.2)
como segue abaixo:

ynst = Ayt = ol e, 403 T e, em Q,
yZTH =0 sobre X,
1 1
yzwr (z,0) = yZ?(J)r (z), yfrzr?:rl(xvo) = y}TId(x) em ,
e
Ut = Ayt Fyp ) = 7 ol e, + 05 o, em Q,
yrtt =0 sobre 3, (5.1)
i (@,0) = yird @),y (2, 0) =y (2) em .
Para cadam =T —1,..,0, uma vez que o estado ;" estd explicito, somos capazes de deduzir analogamente
os estados adjuntos ¢;, para cada par de controle v = (vt ) € V™ usando os sistemas
e — A8y = (y' — via)lo, em @,
2= 0 sobre X,

oo (2, T) =0, ¢y (2, T) =0 em Q,
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e .
htt A¢ + F'(yi) o™ = (yn' — yia)lo, , em @,
l "=0 sobre X,
¢iﬁm(x7T) =0, ¢, (z,T) =0 em Q.

Portanto, é natural aproximar (2.3) introduzindo uma abordagem em funcdo dos elementos finitos,
definindo J;; (v1,v2) :— R tal que

1 i
ji”’}L(vl,vg) = — // |ym+1 — y¢7d|2d:rdt + ai] // |Ui|2d$dt.
2 )Jo, .x01) 2 JJo,x,r)

Além disso, para o problema nao linear, devemos realizar a linearizacao utilizando

Flyp™) = F iy et —yi) + Fly) .- (5.2)

Logo, o termo F'(y erl) serd obtido durante o processo interativo de mer1

para reescrever o sistema (5.1) como

Assim, podemos usar (5.2)

gt = Ay F gyt = T+ Ay + o7 o, + o e, em Q,
y;”“ 0 sobre X,
(@, 0) = yprd M),y (@, 0) = g (@) em

onde A(yp) = i F (i) — F(y)-

No que segue, apresentamos a formulagao variacional para os problemas aproximados, bem como os
passos para computagao dos dados e uma versao resumida e compacta dos seus algoritmos. A apresentacao
das formulagbes variacionais estd diretamente direcionada para a programagéo dos dados e posterior
simulacao, com auxilio do software FreeFem++. Usaremos a notacao VhAt = V b V ' para indicar o
espagos totalmente discretizados para os controles.

Inicialmente, apresentaremos a formulagao variacional do Equilibrio de Nash, no caso linear.

FORMULAGAO OTIMIZADA 1 - NASH LINEAR

Passo 1 - Escolhemos v? =

para (Yo, y1).

(v9,19) € VAt e consideramos uma aproximacio (Yo n,¥1.n) € Who X Who

Passo 2 - Dado n > 0 e v" = (v},v]) € VhAt, calculamos a aproximagao yZ’O7yZ’1,... do estado,
solucionando 0 0
n, n,l n,
Yn' = Uno:Yy =Y+ (At)yn1,

n,m+1 n,m—1
yh B th + yh n,m+1
z+ Vy,~ Vz|dz =
/, K (A2 > " ]

/(9 (f(a:,tm+1) + ol (z, ™) + Ug(m,tm+1))) zdx
i,d

para todo 2,y € Wyoem=1,..,T — 1.

Computamos o adjunto de

¢ 0¢nT1

nm+172 n,m—1
/ [(d’ (Zt) + ¢ ) + v¢n m+1 ] do =
Q

/ (7 gt ) i
Oi.a

EWhoem=T-1,T-2,...,1

para todo z, ¢

ih
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Passo 3 - Finalmente, calculamos
1
+1 _ n,m . _
U;L = 77¢i,h , 1= 1,2.
Hi
Apresentaremos a seguir, uma formulacao para o problema linear com Equilibrio de Pareto, semelhante
a abordagem anterior.

FORMULAGAO OTIMIZADA 2 - PARETO LINEAR

Passo 1 - Escolhemos v? = (v9,09) e consideramos uma aproximagao (Yo n,y1.n) € Who x Who para
(Y0, y1)-

Passo 2 - Dadon > 0 e o™ = (v],0}) € VhAt7 calculamos a aproximacao y,” ,y;;’ ,... para o estado,
através do problema

yr’ = ynout =y’ + (A,

n,m—1

n,m+1
Yn — 2y, +yh nm+1
2+ Vy, Vz|dx =

/ (f(z, ™) + o (2, t" ) + 0f (2, ™)) 2da,
O;.4

com z,y"" e Whpem=1,..,T - 1.
Para cada i = 1,2, computamos o estado adjunto, através do sistema

(b _0¢nT1

/Qch"m“—iit) + i 1>z+v¢"m+1 ]da:
[ -t

com 2, ¢ € Whoem=T~-1,T—-2,..,1.

Passo 3 - Por fim, sendo A € (0, 1), calculamos v e v5 ™!, como em (3.16) , i.e

n 1 n,m (1 B )‘) n,m
v1+1 = _E (¢1,h + f%,h )

Un—i—l _ 1 < A n,m+¢n,m>
2 = T 1,h 2,h )
p2 \(1 =)
A seguir, apresentaremos os algoritmos que modelam os problemas néao-lineares, iniciando com a
formulagao do problema de Nash e sua respectiva versao discretizada.

FORMULAGCAO OTIMIZADA 3 - NASH SEMILINEAR

Passo 1 - Escolhemos v° = (v?,vg) e consideramos (Yo n,Y1.n) € Who X W0, uma aproximacdo para
(yo,y1)-

Passo 2 - Dado n >0 e v" = (v}, v%) € VA, calculamos a aproximacio do estado yﬁ’o, yZ’l, ... usando

yr® = yno.yt =yt + (Atyna,

yn,m+1 _ 2y +ynm 1
/ h h h z—l—Vy"mHVz+F( n,l— 1)ymlz dr =
Q (At)?

/ (Fla, ™) + 0 (a2, £7HY) + o (o, ™) 4 A(yl))) zde |
Oi.q4
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para todo 2,y € Wyoem=1,..,T — 1.
Computamos, em seguida, os estados adjuntos (qS ") por meio de

Q/) 70 (bnT 1
nm+1_ n,m—1
/W o )” F iyt ™ol + VoV
Q

dx =
(A2 ’
n,m—1 m—1
[ = watwem ) ede,
Oi.a

para todo z,¢;3" € Wpoem=T—-1,T—2,..,1.

Passo 3 - Por fim, computamos
1
Hi

Apresentaremos abaixo a formulacao otimizada final, incluindo a discretizacao completa do sistema
nao-linear e sua adaptagao para o Equilibrio de Pareto.

FORMULAGAO OTIMIZADA 4 - PARETO SEMILINEAR

Passo 1 - Escolhemos 10 = (v?,vg) e consideramos uma aproximacao (Yo,n,y1,n) € Who X Wh o para
(y07 yl)
Passo 2 - Dadon > 0e o™ = (v}, v}) € VhAt, calculamos a aproximagao yZ’O, yZ’l, ... do estado, através
do sistema
n,0 n,l n,0 A
Yn' = Yno:Yy =Y+ (At)yn1,
n,m-+1 n,m—1
—2y™ + /
/ Un’ Uy 24 VYTV F oy Ytz | de =
Q (At)?
/ (f($7t7rL+1) + U;L($7tm+1> + US($7tm+1> 4 A(y;l@))) de’
Oz d
n,m+1
com z, Yy’ €eWho e m=1,...,T - 1.

Computamos o estado adjunto através do sistema
¢ 0 (bnT 1
¢nm+l_2¢ +¢nm, 1 ,
F n,l—1 nm+1 dr =
/QK e s F el + Vol v

[ = e ) s,
Oi,a

com z,¢.3," € Waoem=T—-1,T—2,..,1

Passo 3 - Por fim, sendo A € (0, 1), calculamos v} e v5 ™', por meio de

n n,m (1 _ )‘) n,m
Uy = (¢ \ 2,h

1 A
UnJrl - ( n,Mm + n,m) )
2 Lo (1 - )\) ¢1,h ¢2,h
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6. Simulacoes Numéricas

Os resultados computacionais e a andlise de convergéncia obtidos na implementacao dos algoritmos
para os problemas lineares e nao lineares foram gerados utilizando o software livre Free Fem++ [24] (versao
4.13). Inicialmente, apresentamos o dominio €, na Figura 3, que foi assumido como uma aproximagao
poligonal para uma regiao circular bidimensional, parametricamente descrita por

Qop = (0.540.75cos(t),0.5 + 0.75sin(t)), com ¢ € [0,27].

Adicionado uma extrusao de Qsp no eixo-z, restrito ao intervalo [0, 1], definimos 2y, := Q2p x [0, 1].

a) Dominio ), - visdo projetada

Figure 1: *

Figure 2: *
b) Dominio €, - visdo 3D

Figure 3: Dominio discretizado Qy,, composto por 106800 tetraedros (gerando o volume), 19551 vértices
(ou nés na decomposigao dos elementos finitos) e 10840 tridngulos (composi¢ao das superficies).

Na Tabela 1 abaixo, temos informagoes suplementares sobre regioes e restrigdes necessarias no dominio.

Table 1: Sub-regides no Dominio

| Regiao | Eixo z | Eixo y | Eixo z |
O | 045,055 | [0.4,0.6] | [0,1
Oy 0.3, 1] 0, 1] 0,1
O 0.6,09] [10.6,0.9 | [0,1
0y 0.6,09 | [0.1,04] | [0,1

Em todas as simulagoes, consideramos os valores Err; e Erry, para estimar os critérios de convergéncias
nos algoritmos. Nos casos lineares, estabelecemos para os Algoritmo 1 e Algoritmo 2, os seguintes
critérios de parada:

(07, v3 ™) — (oF,v8)]]
[+, v |

Nos casos nao lineares, o critério de parada para o Algoritmo 3 e o Algoritmo 4 exige a obtengao
simultanea dos valores

ly" =y
[y ]|

Err; e Erry =

Err, = H(U{LH’ vg“) _ (U?7v§l)|| e Err, = Hy

[[Crantamell

n,l+1 _ yn,é ||

Hyn,éJrl H
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Por conta das condi¢bes de Dirichlet, para uma melhor percepcao dos resultados, as simulagoes sao
apresentadas com um recuo no eixo z, definido por zmop = 2z — 0.1 € 2Base = 2 + 0.1. Os critérios
de parada nos processos iterativos ocorrem quando valem simultaneamente Err; < € e Errs < ¢, onde
fixamos ¢ = 107%. Boas estimativas para os critérios de parada nos processos iterativos sdo essenciais para
avaliar a precisao e eficiéncia dos algoritmos utilizados, guiando o processo computacional das solucoes
aproximadas, durante a computagdo evolutiva dos problemas de controle. Para medir a eficdcia e ajustar
as aproximagoes, avaliamos o desempenho em [0,7] dos funcionais de custo J; e Jo, durante atuagio
dos controles v1 e vo. As fungoes utilizadas e os dados iniciais estao apresentados na Tabela 2 abaixo,
seguidas da visualizagao dos objetivos nas Figuras 4 e 5 e do dado inicial na Figura 6.

Table 2: Fungoes Utilizadas
| Fungao | Expressao |

Yo zsin(mzy) sin(rzz) sin(myz)
Y1 zsin(mzy) sin(rzz) sin(myz)
Y14 (1.3 — /22 + ¢ + 2?)
you | (V22 +y?+22-13)
F(s) ssin(1/ exp(s))

-6.0770E-02 8.3477E-01 -8.3477E-01 6.0770E-02

| = — = | .
-5.0854E-01 38700E-01 1.2825E400 ~1.2825€+00 5.0854E-01

Figure 4: Objetivo 1: 1 4 Figure 5: Objetivo 2: y3 4

-371B4E-01 4.2213E-01

| = =]
~7.B852E-01 8.1901E-01

Figure 6: Dados iniciais yg = .
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6.1. Experimentos do caso Nash Linear

Iniciamos os resultados numéricos pelo caso Nash-Linear. A Figura 7 ilustra o estado y, controlado
no tempo final T, enquanto as Figuras 8 e 9 apresentam os controles v; e vy respectivamente

o szt
5.6769E-02 . — e = o

1.1635E-01

2.7610E-02

-1.9691E-03

5.7190E-02

Figure 8: vy (z,T)

4 5054E-02 -152676-02
= —

=]
12712604

=
-5.1445E-02

ANEN RN

Figure 7: Estado y(z,T) Figure 9: vo(x,T)

Os graficos apresentados na Figura 10 ilustram o processo evolutivo associado aos critérios de parada
simultaneos, bem como o comportamento das fungoes custo no contexto do Equilibrio de Nash Linear.

Critério de Parada Funcgoes Custo

150 0.014%
—EI‘I‘1 o . J_I
100 —-—Err, 0.0131 °, o J,
[ ] oo
OOODOQOOOWOOOOOODOCW
0.012 1
L ]
50 .
0.011
L]
0 0.01 ——sesee?®*%e0ssssse .
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Tempo Tempo

Figure 10: Evolugao temporal das fungoes custo e dos critérios de parada no processo iterativo.

6.2. Experimentos do caso Pareto Linear

Similar ao que foi apresentado no caso anterior, agora inserimos experimentos realizados para o
Equilibrio de Pareto, no casolinear. Nas Figuras 11 e 12, tem-se os estados finais associados aos val-
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ores extremais avaliados para A, mais especificamente, A = 0.05 e A = 0.95, seguidos da avaliagdo dos
critérios de parada Err; (i = 1,2) na Figura 13 e dos funcionais custo J; (i = 1,2) na Figura 14 (ambos
em fungdo da variagdo de tempo e algumas variagoes de \).

7 5329E-03 2.2899E-02 34263E-03 1.8312E-02

rr—— A —— | | ——— |
-1.0612E-18 1.5266E-02 3.0532E-02 -45167E-03 1.1369E-02 27255E-02
T

Figure 11: Estado y(x,T) em A = 0.05 Figure 12: Estado y(x,T) em A = 0.95
Err1 X A Err2 X A
60}
* )\=0.05 * A=0.05
A=0.5 A=0.5
A=0.95 A=0.95

S2TCSTCILOISTDICY

€30S CSTCITOISTTCSLTCP

1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figure 13: Critérios de parada Err; e Erry em termos de A, no processo evolutivo do problema.

J1 XA J2 % A
0.3 0.35
i e 1=0.05 * A=0.05
X A=0.5 0.3 m—pid
0.25 - -—2=0.95 4 e <
: 025 ..“"..000‘.00..000.0.0.0.0—'
0.2 ‘
0000500000000 000000008800089 02
0.15 0.15 '
0 0.5 1 1.5 2 0 0:5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figure 14: Funcionais custo J; e J2. Nos experimentos, o equilibrio étimo ocorreu quando A = 0.5.
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6.3. Experimentos do caso Nash Nao-Linear

Para os casos Nao-Lineares, iniciaremos com os resultados obtidos no Equilibrio de Nash. Na
Figura 15, temos o estado controlado em seu tempo final, seguido da anélise do critério de parada
na Figura 16 e das informagdes sobre a evolugao das fungdes custo, na Figura 17.

3.6573E-03 1.8615E-02

| (]
-3.8216E-03 1.1136E-02 2B034E-02
— —

Figure 15: Estado y(z,T) final controlado no tempo.

Critério de Parada +«10°% Fungoes Custo
o
—Err, 59:°% o J
[+ ]
_-_.Err2 o o J2
5.8 °
o
[}
-]
5.79, °,
[] .
1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo
Figure 16: Critério de parada. Figure 17: Funcao custo.

6.4. Experimentos do caso Pareto Nao-Linear

Seguindo a estrutura dos experimentos anteriores, guiaremos os resultados obtidos no caso Pareto
N&o-Linear. Aqui, as simulagoes foram realizadas com p =5 fixo e A = {0.05, 0.5, 0.9}. Nas figuras 18,
19 e 20, representamos as imagens do estado y e dos respectivos controles atuantes vy e vy, obtidas apds
atingirem os critérios de convergéncia simultaneos; estes representados na Figura 21. Na Figura 22 temos
a evolugdo dos funcionais custo em funcdo do tempo e de alguns valores de A. Assim como no caso
Pareto-Linear, nas simulacoes realizadas observou-se a convergéncia étima quando A = 0.5.
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7.6329E-03 2.2699E-02
-1.0612E-18 3.0832E-02
Figure 19: vy (z,T)
VN
Figure 20: vo(x,T)
Figure 18: Estado final y(z,T) em A = 0.5
Err, x A Err, x A
4 50
* A\=0.05 * )=0.05
A=0.5 40 A=0.5
—-—A=0.95 30 :. --——X=0.95
\’\.
20 ‘z‘:o.
10p \ \.
0 o
0 0:5 1 1.5 2 0 0:5 1 1.5 2
Tempo Tempo
Figure 21: Critérios de parada Err; e Erry, com diferentes valores de A.
Jox A J, x A
L]
* A=0.05 0.35 * 1=0.05
A=0.5 4 A=0.5
~-— A\=0.95 0.3 . ~-~\=0.95
L]
0.25 ...’..."00..ooooooooooooooooo-o
LY
0.2
00808 0000000000000 0008 0.15 N
0 0:5 1 1.5 2 0 0:5 1 1.5 2
Tempo Tempo

Figure 22: Funcionais custo J; e J2. Nos experimentos, o equilibrio étimo ocorreu quando A = 0.5.
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6.5. E o problema sem controles?

Enquanto nos resultados anteriores abordamos problemas de controle com base nos conceitos de
Equilibrio de Nash e Equilibrio de Pareto, introduzimos agora experimentos que simulam a auséncia de
controle no processo evolutivo da solugao. Esses experimentos permitem comparar os resultados obtidos
nas abordagens com e sem controle, avaliando as respectivas vantagens e limitagoes. A seguir, apresenta-
mos experimentos adicionais com o objetivo de extrair mais informagoes da conexao entre o desempenho
dos funcionais custo J; (i = 1,2) e os diferentes cendrios de controle considerados neste estudo. Nos casos
de Equilibrio de Nash e Pareto, os resultados numéricos e computacionais demonstraram que a atuacao
dos controles possibilita alcancar de maneira eficaz a condigao de equilibrio do estado. No entanto,
surge a seguinte questao: como seria o comportamento da solugao na auséncia de controles atuantes,
considerando um objetivo previamente definido?

Para responder tal questionamento, adicionamos experimentos comparativos, em que o processo evo-
lutivo da solucao dos sistemas estarao livres da atuacao de controles. Para avaliar o comportamento dos
sistemas livres da atuagdo do controle (caso linear e ndo-linear), inserimos agora o funcional custo 7;,

como aferidor de desempenho da aproximacao solugao, dado um objetivo a ser alcancado, ao qual, defin-
imos por:

1
Z(y) =3 // |y - yi,d|2d‘rdt7 1= 172 .
2 JJo, 4x(0,1)

Nos graficos das Figuras 23 e 24, apresentamos uma avaliagao qualitativa dos funcionais custo J; e
Ji (i = 1,2), no contexto evolutivo dos algoritmos lineares e ndo-lineares respectivamente. Realizamos
simulagoes comparativas entre evolucao ausente de atuacao dos controles e os casos de controle com

Equilibrio Nash e Equilibrio de Pareto, considerando a condigao 6tima de desempenho dos algoritmos
anteriores, que foram obtidos ao fixar A = 0.5 e = 5.

J1 )
! |
-0.5% J :
t —-—Nash —-—Nash
l‘\ —e—Pareto A=0.5 —e—Pareto \=0.5
%D -1 ‘\. Sem Controle Sem Controle
— \
g
1
-1.5 \\ o~ _
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Tempo Tempo
Figure 23: Casos lineares.
J1 )
|
—-=Nash

—-—Nash
—e—Pareto A=0.5
Sem Controle

—s—Pareto A\=0.5
Sem Controle

1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Figure 24: Casos nao-lineares.
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7. Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma andlise de problemas de controle 6timo para equagoes de ondas
lineares e semilineares, utilizando estratégias que envolvem equilibrio de Nash e Pareto, em dominios
tridimensionais. Prolongamos os resultados tedéricos, com métodos numéricos iterativos seguidos de sim-
ulagoes computacionais. Para construir solugbes aproximadas em espagos de dimensao finita, utilizamos
o Método dos Elementos Finitos para a discretizagao espacial e o Método das Diferengas Finitas para
a discretizagao temporal dos problemas. J& para os algoritmos iterativos, foram usados o método do
ponto fixo, nos casos lineares, e o método de Newton, para os casos semilineares. Por fim, destacamos
a relevancia de controlar um sistema, indicando simulagoes qualitativas quando comparadas ao processo
de nao controlar os sistemas.

Na teoria de controle, os resultados tedricos tém o potencial de orientar aplicagoes praticas e anélises
numéricas que sao nao apenas vidveis, mas também relevantes do ponto de vista cientifico. Entre esses
resultados, destacam-se: o problema de controle 6timo [35]; o problema multiobjetivo associado ao
controle robusto [25]; o controle hierdrquico em condigoes de fronteira [20]; problemas relacionados &
fronteira dindmica [6,21,33]; sistemas dispersivos [8,9]; problemas que empregam o método dos momentos
[22]; e problemas envolvendo condigoes degeneradas [1], entre outros.

Uma possivel extensao natural deste trabalho seria o desenvolvimento de algoritmos qualitativos,
visando identificar e apresentar o caso étimo entre diversas alternativas, conforme ilustrado em [10].
Avangos promissores apontam em adaptar técnicas de Machine Learning, como apresentado em [7], para
orientar métodos de otimizagao com grandes dados, bem como possibilitar melhorias de informacao e
impactos na teoria de controle de EDPs. Além disso, técnicas de Deep Learning, como em [23], poderiam
ser utilizadas para desenvolver abordagens baseadas em redes neurais capazes de obter resultados para
estratégias de controle mais eficientes, ou que indique as maneiras mais adequadas a se considerar os dados
iniciais, bem como os objetivos a serem alcangados para solugoes a serem controladas. As abordagens
informadas acima, ampliariam o potencial de aplicagao em diversas areas do conhecimento.
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