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Determinacién de valores de los parametros en la transformacion de
Schwarz-Christoffel

Julio C. Ramos Fernandez y Jesis Rivas

ABSTRACT: In this paper we give an introduction to the problem of determina-
tion of the parameters in the Schwarz-Christoffel transformation, also, a numerical
method in MAPLE is developed and implemented to find approximate numerical
solutions to this problem.
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1. Introduccién

En 1851, Riemann, en la disertacion de su tesis doctoral, enunciaba y daba una
prueba del famoso teorema que hoy lleva su nombre y en el que establecia que toda
regién simplemente conexa G, estrictamente contenida en el plano complejo, podia
ser transformada conformemente en el disco unitario abierto del plano complejo
D (ver [9]). La demostracién de dicho resultado reposa en un principio minimax
junto con la construccién de una familia normal de funciones y de alli se deduce la
existencia de dicha transformacion. Cabe destacar, que como en la mayoria de los
teoremas de existencia, en la demostracién de este resultado no se da un método
explicito para hallar dicha transformacion.

Un caso excepcional ocurre cuando se considera una regién simplemente conexa
G, cuya frontera sea un poligono P con vértices 21, 29, , z,. En esta situacion,
H. Schwarz y E. Chistoffel demostraron, independientemente (Schwarz conocia el
resultado en 1864 y lo public6 en 1866, Christoffel publicé su resultado en 1867),
que la aplicacién abierta de Riemann que transforma el disco unitario D en G,
llamada transformacién de Schwarz-Christoffel, viene dada por

z:g(w):a—l—c/owﬁ(1—111)%_1&9 (1)

k=1
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donde aym € (0,27) son los d4ngulos exteriores del poligono P, a y ¢ son constantes
complejas y los wy , kK =0,1,--- ,n son las preimagenes o prevértices de los z; que
satisfacen |wy| = 1.

Son muchas las aplicaciones de la transformaciéon de Schwarz-Christoffel, en
primer lugar, mencionamos que, con un argumento de continuidad, ésta férmula
permite dar una prueba alternativa del Teorema de la Transformaciéon de Rie-
mann (ver [11]) para regiones simplemente conexas G cuya frontera sea una curva
de Jordan continua a trozos. En el ambito de la fisica, esta transformacién ha
resultado una herramienta poderosa para analizar fenémenos relacionados con el
magnetismo (ver [10]), y con el flujo de un fluido a través de un tubo (ver [4,5]). En
matematicas, la transformaciéon de Schwarz-Christoffel se puede usar para hallar
soluciones a la ecuacién de Laplace con ciertas condiciones de fronteras (ver [8]) y
mas recientemente como herramienta en la probabilidad aplicada (ver [14]).

El problema de determinaciéon de parametros de la transformacién de Schwarz-
Christoffel (denotado por Problema S-C), consiste en, dados los vértices z1, 22, - - , 2z,
de un poligono P, hallar los valores de ¢, wy,ws, -+ ,w,, involucrados en la ex-
presién (1). Esto implica resolver un sistema no lineal de n ecuaciones, en el cual
las incégnitas se encuentran como limites de integraciéon de una integral de linea
de una funcién compleja. A este problema no se le conoce solucién analitica, salvo
para poligonos regulares o poligonos cuyo niimero de vértices no exceda a 3 (como
se muestra en las secciones 2 y 3). De aqui la importancia de desarrollar métodos
numéricos que permitan encontrar soluciones aproximadas para dicho problema.
En este trabajo, se desarrollé e implementé un método numérico para obtener solu-
ciones aproximadas al problema de determinacién de parametros en la férmula de
Schwarz-Christoffel para el caso de poligonos acotados. Usamos como herramienta
de programacion el software MAPLE 9.5, asi como el método de cuadratura de
Gauss-Jacobi para aproximar integrales y un método cuasi-Newton para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales.
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2. Poligonos con dos y tres vértices

En esta seccién resolveremos analiticamente el Problema S-C en el caso que el
poligono P tenga dos o tres vértices. Es conocido (ver [9]) que la transformacion
”— ei(x

h Z == 7_,

(2) Z — ae'™
con Im(a) < 0y a € R aplica biyectivamente el disco unitario D en el semi-
plano superior HT = {z € C : Im(z) > 0}; luego, usando la expresién (1) y una

composicion de funciones es claro que la transformacion

zn—1
w=f(z)=A+C I_I(ts—gck)fﬁkds7 2 € HY, (2)
20 k=1
aplica el semiplano superior H T en el poligono P, donde z1, T2, - , Tp_1, 00 son los

puntos del eje X cuyas imagenes son los vértices del poligono; es decir, f (x;) = z;,
i=12..,n—-1,z, = f(0), 21 < a3 < -+ < Xp_1y Pr € (—1,1), es el dngulo
exterior normalizado del vértice z.

Supongamos primero que el poligono P tiene dos vértices, entonces necesari-
amente uno de sus vértices debe ser el punto infinito, luego por un proceso de
traslacion y rotacién se puede suponer que el otro vértice estd en el origen y asi, el
poligono se puede escribir como

P={ze€C:larg(z)| < 0r}

para algin 6 € (0,1) con 6 # 1/2 (condicién necesaria para que haya un vértice en
el origen); luego, haciendo zg = 0o y 21 = 0, vemos que el dngulo exterior al vértice
z1 viene dado por Om con f = 2(1 — ) y por tal motivo, sustituyendo en (2), la
transformacién que aplica el semiplano superior en el poligono P viene dado por

g(w) = C'/ s Pds.
0

Asi, seleccionado C =1, wg=oc0yw; =0si f<lowy=0yw; =oc0sif>1,
vemos que g(zx) = wg, k = 0,1 y el problema queda resuelto en este caso.

Supongamos ahora que el poligono P tiene tres vértices zg, 21, 22 y que ninguno
de ellos es infinito, entonces aplicando una traslacién, luego una rotacién y fi-
nalmente una dilataciéon o contraccién, se puede suponer que z9 = 0y z1 = 1;
ademds, dado que la transformacién de Schwarz-Christoffel (del semiplano supe-
rior al poligono) mapea el eje real en la frontera de P se puede asumir que la
preimagen del vértice zo es wy = 00; también, otra traslacion nos permite suponer
que la preimagen del vértice zg = 0 es wg = 0; asi{ que solamente nos falta por
seleccionar el valor de la preimagen de z1, el cual se denota por w;. Con este fin,
escogemos A =0, C =1 en la expresién (2) y dado que h(wy) = 21 = 1 se obtiene

wq
/ sTRo(s —wy)TFds =1,

0
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asi, haciendo el cambio de variable s = wqt, se obtiene

1
(1y) R0 / 1=Ro(p — 1)Frgp = 1,
0

de donde se puede despejar facilmente w; .

El caso de un tridngulo P no acotado es similar, se toma h(co) = oo, es decir,
la preimagen del vértice zo = 0o es we = o0; también se hace wyg = 0 y w; se
determina como antes.

3. Poligonos regulares

Supongamos ahora que los vértices dados se corresponden a un poligono regular
con n vértices, entonces haciendo nuevamente un proceso de traslaciéon y luego una
rotacién se puede suponer que estos vértices se encuentran en la circunferencia con
centro en el origen y radio d > 0. Asi, cada vértice debe tener la forma z;, = de?™*/»
donde k =1,2,--- ,ny z,41 = 21. En este caso, se resuelve el problema utilizando
la transformacién (1) que aplica el disco unitario I en el poligono P. Luego,
haciendo ¢g(0) = 0, nos queda

T (e

k=1

2

y como los angulos exteriores a un poligono regular es (1 — E) T se tiene que ay —
1 =

—% para todo k=1,2,--- ,n.
Afirmamos que los puntos
wk:62ﬂ’i%7 k:1727"'7n7
resuelve el Problema S-C en este caso para alguna constante C' € C.

En efecto, primeramente notamos que la transformacién g se puede escribir en la
forma

0 k=1
_z2
n _1 n w n
= C H— / (s —wg) ™ ds,
w
k=1 0 k=1
ademads, de las identidades
_z2
LR " L no ko4 +1o, . 1o s
H - H eﬁ47” — ezkzl Spdmi_ 6T27TZ _ 6527” = w,
w
k=1 k=1
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y del hecho que

ﬁ(s—wk)zﬁ(s—e%i%):s"—l,

k=1 k=1
pues los wy, son las raices n-ésima de la unidad; se tiene que la transformacion g se
puede escribir en la forma

g(w) = Cw, /Ow (s" — 1)_% ds.

Asi, evaluando en wy, se obtiene

Wi 5
g(wg) = Cwl/ (s"—=1) ~ds
0
1 2
= Cwlwk/ (wpt"™ —1) " ds
0

1
= Cwlwk/ t" — 1)7% ds,
0

donde se ha realizado el cambio de variable s = wyt en la segunda igualdad y hemos
usado el hecho que (wg)™ = 1 en la dltima igualdad. Por tanto, seleccionando C
tal que

1
0w1/ (t" —1) " "ds=d >0,
0
se obtiene que g (w) = zx y el Problema S-C queda resuelto en este caso.

4. Método numérico

En esta seccién proponemos un algoritmo y un cédigo MAPLE para hallar solu-
ciones aproximadas del Problema S-C. Con este fin, supongamos que tenemos un
poligono acotado P cuyos vértices son z1, 22, -+ , 2n, recorridos en sentido positivo;
es decir, en sentido contrario a las agujas del reloj. Primeramente, notamos que los
valores de los angulos exteriores a cada vértice se pueden hallar usando célculo el-
emental de pendientes de rectas. Ademads, si denotamos por wy, las preimagenes de
los vértices zj, entonces, usando la transformacién (1) que aplica el disco unitario
D en el poligono P se tiene el sistema de ecuaciones

wp N s ar—1
zi=a-+c 1-— ds, j=1,2,---,n, 3
jmave [CTI(1- ) j )

k=1

donde a es un punto en el interior del poligono P.

Nuestro objetivo es hallar un sistema de ecuaciones de incdgnitas reales equiva-
lente a (3). Con este fin, vemos que de la definicién de integral de linea se desprende

que
w; N s ap—1
Zi— 2 =¢ 1—-— ds
=TT ()

k=1
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donde i # j. Asi, haciendo la parametrizacién s(t) = (1 — )5 + (1 + t)%¢,
—1 <t <1, se obtiene el sistema equivalente

a;—1 a;—1 1
_c(w; —wy) w; w; \ Y -1 .
donde " 1—tw; 14+tw ™"
Pjtw) = ] (1 Sl e Z) : (4)
k=1,k#i,j

Esto implica que para cada lado del poligono se cumple

2 |[? Wit1 R I 1 1 ’
11—zt = - Pji(t,w)(1 — )%+~ (1 4 £)%Lat
|ZJ+1 ZJ| 922(aj1+o—1) w; /_1 J( s w)( ) (1+1) )

donde P; = Pj11,5,=1,2,--- ,n—1, 2p41 = 21, Qpq1 = 0 ¥y hemos usado que

|w;| = 1. Para j = n tenemos la ecuacién

) |C‘2 wy 2(ar1+an—1) 1 ) ) 2
— = _ a1 — Qn—
o1 —zal” = 2 tan—D |} w, /_1 Prp(tw)(1 =)™ 7 (14 ¢)% " dt
Finalmente, dado que |w;| = 1 para todo j = 1,--- ,n se puede hacer el cambio
w; = el

Asi, seleccionando (por una rotacién) w; = 1, se obtiene un sistema de n ecuaciones
reales con n incognitas reales de la forma

Fj(C,92,93,...,9n):0, j=1,2,---,n,
donde C := |c|? y

C

2
Fj(C,02,05,....0n) = zi1 — 2"~ 5y

(1 —cos (811 — ej))(aj+1+aj_1) 115 (0)].

Aqui

1 n ap—1
11—t . 1 .
fi(0) = / | I (1 _ Ttez(ej_e’“) — Hel(‘%ﬂ—(’k)) (1—t) s+~ (1)~ Lat

L k=1k],5+1 2
cuando j =1,2,--- ,n — 1; mientras que
1 n—1 ap—1
1—-t . 1+t
Ful6) = / 11 (1 el 22 ef<91—9k>) (1—t) =1 (1)Lt
)

también hay que recordar que para o € R, se tiene e'® = cos(a) + isen(a).

El algoritmo que se propone es el siguiente:
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Algoritmo 1. Solucién numérica del Problema S-C

ENTRADA: Vértices 21, 22, , zp de un poligono acotado, recorrido en sentido
positivo.
SALIDA: Pre-vértices wy,ws, -+ ,w, € Dy pardmetro C = |c|?.
PASO 1. Se calculan los dngulos exteriores normalizados aq, ag, -+ , .
PASO 2. Para j=1,2---,n se calcula una aproximacién de la funcién f;(6)

usando un método de cuadratura.
PASO 3.  Se halla una solucién aproximada del sistema F; (C, 02,03, ...,0,) =0,
j=1,2,--- 'n usando un método de resolucién de sistema no lineal.
PASO 4. Se escribe la solucién aproximada.

FIN.

Es necesario un comentario sobre cada uno de los pasos del algoritmo anterior.
En primer lugar, notamos que para el calculo de los angulos exteriores del poligono
se usa la férmula explicita que relaciona las pendientes de cada segmento que une

cada vértice,
tan(a) = 2 "M
1+ mimso

La presencia del peso w(t) = (1—)%(1+t)?, -1 <t < 1, , 3 > —1 en la integral
que define la funcién f;(6) nos invita a utilizar una férmula de cuadratura de Gauss-
Jacobi las cuales se basan en los polinomios ortogonales de Jacobi definidos por

—1)"
PP (t) = (2%2' (1—6)"*(1+1t)" { et (1+ 1)l

Estos polinomios se pueden obtener mediante el comando JacobiP(n,«, 3,t) del
programa MAPLE; ademads, con las oportunas modificaciones del Teorema 4.7 del
texto [3] se obtiene el siguiente resultado:

Theorem 4.1. Sean o, > —1 y supongamos que ty,ta, -+ ,t, son las raices del

polinomio de Jacobi p(a ﬁ)( t) de grado n. Si Q(t) es un polinomio cualquiera de un

grado menor que 2n, entonces

| amu-or s’ = 3 aq),
-1 k=1

donde los coeficientes ¢y estan dado por

1
t—1;
ck:/ H Lla—-v)1+t)fat, k=1,2,---,n

—1\ e e T

Las raices aproximadas del polinomio de Jacobi de grado n se puede obtener
con el comando fsolve(E) del MAPLE, donde E es la expresién algebraica del
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polinomio de Jacobi. Los coeficientes ¢i lo podemos calcular (aproximadamente)
usando el comando

> ck:=int(PROD k(t)*(1-t)**a*(1+t)**[,t=-1..1);
donde

PROD_k(t) = ﬁ

j=L.j#k

t—t;
ty —t;

Para evaluar el producto en la integral que define a la funcién f; utilizamos el
siguiente procedimiento MAPLE:

> Prodtl:= proc (t,j)

local k;
if j=NVertices then jaux:=1 else j_aux:=j+1;end if;
Prodtl:=1;

for k from 1 to NVertices do
if(k<>j)and(k<>j_aux) then
Prodt1:=Prodt1*(simplify (evalf(1-(1-t) /2*(cos(thetalj]-theta[k] ) +I*sin(thetalj]-
theta[k]))
-(14+t)/2*cos(thetalj+1]-theta[k])+T*sin(thetalj+1]-theta[k]))**(alpha[k]-1)));
end if; end do;
Prodt1;
end proc;

donde NVertices denota el nimero de vértice del poligono P, alpha[k] son los
dngulos exteriores (normalizados) del poligono, theta[k] (k = 2,3,--- , NVertices)
son las variables de la funcién f; e I denota la unidad imaginaria de los nimeros
complejos. Asi, las funciones f; en el sistema la podemos aproximar usando el
siguiente procedimiento

> # CALCULO DE LA INTEGRAL (fj) EN EL SISTEMA #
> fj:=proc(j)
fj:=0;
for k from 1 to grado do
fj:=fj+c(j,k)*Prodt1(Raiz(j)[k].j);
end do; fj;
end proc;

aqui grado es el grado del polinomio de Jacobi que se usard en la férmula de
cuadratura de Gauss-Jacobi, ¢(j,k) denota el k-ésimo coeficiente ¢, y Raiz(j)[K] es
la k-ésima raiz del polinomio de Jacobi que se usaran para aproximar las integrales
fi» j =1,2,--- ,NVertices. Los procedimientos que hemos usado para calcular
estos valores son:

> #CALCULO DE LAS RAICES DE LOS POLINOMIOS DE JACOBI#
> Raiz:=proc (j)
local P, R;
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P:=x->expand(JacobiP(grado,alpha[j+1]-1,alpha[j]-1,x));
R:=expand(P(x)); Raiz:=[fsolve(R=0,x)];
end proc;

> # PRODUCTO EN LA INTEGRAL DE LOS COEFICIENTES EN LA CUADRATURA
DE JACOBI #
> Producto:= proc(y,k,i)
local [;
Producto:=(1-y)**(alphalk+1]-1)*(14y)**(alphalk]-1);
for 1 from 1 to grado do if (1<>i) then
Producto:=Producto*(y-Raiz(k)[l])/(Raiz(k)[i]-Raiz(k)[1]);
end if; end do;
Producto;
end proc;

> # CALCULO DE LOS COEFICIENTES Ci EN LA CUADRATURA DE JA-
COBI #
> c:= proc(j,i);
c:=evalf(int(Producto(t,j,i),t=-1..1));
end proc;

El médulo de un nimero complejo z = z + iy se puede calcular en MAPLE
usando el comando abs(z); sin embargo, debido a que no se conoce los valores
de las funciones f;(6), no podemos usar este comando para calcular |f;(6)| en la
ecuacién F;(C,0s,- -+ ,0,) = 0; en este caso, usamos el hecho que |z|? = 2%, donde
Z denota el conjugado del nimero complejo z y las ecuaciones en el sistema las
podemos obtener usando el procedimiento

> # ECUACIONES EN EL SISTEMA #

> for k from 1 to NVertices do
Inte_Aux:=fj(k);
F[k]:=evalf(abs(z[k+1]-(z[k]))**2)- C/(evalf(2**(alpha[k+1]+alpha[k]-1))) *
(1-cos(thetak+1]-theta[k]))**(alpha[k+1]4alpha[k]-1)*
Inte_Aux*evalc(conjugate(Inte_Aux));

end do:

Aqui hemos usado una variable auxiliar Inte_Aux para evitar el uso del proced-
imiento fj(k) dos veces.

Finalmente, para hallar las aproximaciones del sistema de ecuaciones no lineal
Fj(C>02a"'79n):O7 j:1727"'7n7

usamos un método cuasi-Newton (ver [2]), como por ejemplo, el método de Broy-
den (ver [3]). En vista que en la evaluacién de la funcién F[j] aparece una parte
imaginaria casi nula se recomienda usar el comando Re(z) del MAPLE para
obtener su parte real; por ejemplo, el siguiente procedimiento evalia la funcién
T = (Fy, Fy, -, F5) en el punto (a,b,¢,d,e)
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> T:=proc(a,b,c,d,e)
global C,theta;
C:=a; theta[2]:=b; theta[3]:=c;theta[4]:=d; theta[5]:=e;
T:=<evalf(Re(F[1])),evalf(Re(F[2])),evalf(Re(F[3])), evalf(Re(F[4])),evalf(Re(F[5]))>;
end proc;

Los resultados que se obtuvieron del c6digo MAPLE para el caso de un poligono
regular con 5 lados (pentdgono), usando los polinomios de Jacobi de grado 5 y el
método de Broyden (ver [3]) con una tolerancia de 10~7 para resolver el sistema
de ecuaciones no lineal fueron:

># VERTICES DEL POLIGONO #

> 7z[1]:=3;2[2]:=3*exp(2*Pi*I*1/5);2[3]:=3*exp(2*Pi*I*2/5);

z]4]:=3%exp(2*Pi*I*3/5); z[5]:=3*exp(2*Pi*I*4/5);2[6]:=z[1];

># ANGULOS EXTERIORES NORMALIZADOS #

> alpha[l]:=3/5;alpha[2]:=3/5;alpha[3]:=3/5; alpha[4]:=3/5;alpha[5]:=3/5;alpha[6]:=3/5;

NVertices Valor-Inicial 0,,-Final C y wg-aprox
C=5 C=5.550408973
0y =1 02 = 1.256637059  0.3090169948 + 0.95105651621
5 03 =2 03 = 5.550408973  —0.8090169933 + 0.58778525381
0s=3 6, =3.769911184  —0.8090169933 — 0.58778525381

05 =5 05 = 5.0266548244  0.3090169948 — 0.95105651621

Tabla 1. Solucién numérica del Problema S-C para poligonos con 5 vértices
La solucién para este caso (ver tercera seccién) viene dada por
wy = €275k =1,2,3,4,5;
es decir,

w1 = 1,

wo ~ 0.3090169938 4 0.95105651651,
wz ~= —0.8090169944 + 0.58778525221,
wy ~ —0.8090169944 — 0.58778525221,
ws ~ 0.3090169938 — 0.95105651651,

lo cual se puede notar que se corresponden con los valores obtenidos por nuestro
método. Aqui el método de Broyden necesité de 15 iteraciones.

La siguiente tabla muestra los resultados que se obtienen con el Algoritmo
1 cuando usamos un poligono regular de 10 vértices (con vértices z, = 362ﬂi%,
k=1,2,...,10) usando el polinomio de Jacobi de grado 5 y el método de Broyden
con una tolerancia de 10~*



PARAMETROS EN LA TRANSFORMACION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 39

NVertices Valor-Inicial 6,,-Final C'y wg-aprox
C=3 ;=0 (C=5.243100044

62 =0.5 02 = 0.6283535684  0.8089963992 + 0.58781359807

03 =1.2 03 = 1.256657424 0.3089976284 + 0.95106280851

0y =2 04 = 1.884966355  —0.3090272304 + 0.95105319031

05 =2.7 05 = 2.513317326  —0.8090423878 + 0.58775029971

10 0s = 3.5 O = 3.141639922  —0.9999999989 — 0.00004726841

07 =4.2 07 = 3.769975888  —0.8089789608 — 0.58783759741

Os =5 fs = 4.398183716  —0.3090607417 — 0.95104230081

6y =5.5 By = 5.026509445  —0.3089800924 — 0.95106850571

610 =06 f10 = 5.656023726  0.8096964907 — 0.58684886731

Tabla 2. Solucién numérica del Problema S-C para poligonos con 10 vértices

Comentarios finales. Debido a que los vértices del poligono P estan dados
en sentido positivo, debemos tener presente que los valores iniciales deben cumplir
las condiciones C' > 0y 0 = 0; < 62 < -+ < 0, < 27. Claramente el Algo-
ritmo 1 serd mds eficiente en la medida que se use un mejor método de cuadratura
para el PASO 2 y un método mas eficiente para resolver el sistema de ecuaciones
no lineales del PASO 3. Finalmente queremos dar conocimiento que existen dos
codigos eficientes que permiten calcular la transformacion de Schwarz-Christoffel
que mapea un poligono P en el disco unitario D, el primero de ellos es un programa
en FORTRAN el cual se conoce como SCPACK, se debe a L. N. Trefethen (ver
[12]) ¥ se puede encontrar en la referencia [13]. El segundo cdédigo conocido como
"MATLAB SC Toolbox” se debe a T. A. Driscoll (ver [7]) y provee un programa en
MATLAB que permite la creacién y visualizacién de transformaciones conformes
de regiones acotadas por poligonos. Recientemente L. Banjaiy L. N. Trefethen (ver
[1]) han implementado un nuevo método (usando FMM =fast multipole method)
que permiten calcular la transformacién de Schwarz-Chistoffel para poligonos con
més de diez mil vértices.
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