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Fungoes trigonométricas definidas sobre corpos reais fechados

Luciano Panek e Osvaldo Germano do Rocio

ABSTRACT: Nestas notas abordaremos questdes relacionadas a fungoes trigono-
métricas definidas sobre corpos reais fechados K. As nogées introduzidas e contas
efetuadas no corpo algebricamente fechado K[v/—1] permitem a generalizagio de
identidades trigonométricas classicas.
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1. Introducgao

No estudo elementar de fungoes trigonométricas, sobre o corpo dos nimeros
reais, tradicionalmente se define angulo como sendo a uniao de duas semi-retas com
mesma origem e a todo angulo se associa um nimero real, denominado de medida do
angulo, o qual pode ser positivo ou negativo, dependendo da orientacao do angulo.
Estabelecido o conceito de medida de angulos, as fungoes trigonométricas seno e
cosseno sao entao formalizadas como sendo fungoes cujos dominios e contradominios
sao o corpo dos numeros reais e, para numeros reais 0, 6, 65, sio bem conhecidas
as seguintes identidades:

sin?6 4 cos? 0 =1, (1)

sin (01 £ 02) = sin 6y cos O3 =+ sin O cos b1, (2)

cos (01 £ 605) = cos 0 cos b F sin 6 sin O, (3)

cos @y + cosfy = 2 (cos 91;92> . (cos 91;92) , (4)
cosfy —cosly = —2 (sin 01;02> . (sin 01;92> , (5)
sinf +sinfy = 2 (sin 91;92> . (cos 91;92> , (6)
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sin @y — sinfy = 2 (Sin 2 292> . (cos 01;92) 7 (7)
sin (r — ) = sin 6, cos (7 — 0) = — cos0, (8)
sin (7 4+ 0) = —sind, cos (7 +6) = —cos 0, 9)
sin (2 — 0) = —siné, cos (2 — 0) = cos ¥, (10)

. m ™ .
sin (5 — 9) = cos @, cos (5 — 9) = sin . (11)

Ao se tentar generalizar os conceitos de funcgoes trigonométrica para outros
corpos surge uma primeira dificuldade na definicao de medida de angulos e outra
na manutengao do mesmo corpo como contradominio. O objetivo deste artigo
de divulgacao é o de considerar a classe dos corpos reais fechados, classe para a
qual é possivel generalizar as fungoes trigonométricas tradicionais. As identidades
trigonométricas acima mencionadas serao demonstradas no contexto geral e, no
caso real, estas serao um caso particular do caso geral.

2. Corpos Reais Fechados

Para o conjunto R dos ntimeros reais vale a seguinte propriedade algébrica: se
r1,...,Tn € R e
2 2
i +...+x, =0

entao r; = ... =z, = 0. Baseado nesta observacao Artin e Schreier introduziram
o conceito de corpos formalmente reais: um corpo K é dito formalmente real se
a identidade Z?Zl 2? = 0 for verdadeira para elementos x; € K se, e somente
se, £y = ... = x, = 0. Equivalentemente, um corpo K ¢é formalmente real se,
e somente se, existe um subconjunto P C K, com 0 ¢ P, tal que P+ P C P,
P-PC PeK\{0} = PU-P. Unm subconjunto P de um corpo K possuindo estas
propriedades é denomindado de cone positivo de K.

Um cone positivo P de um corpo K define uma relagao de ordem em K: se
z,y € K entao x < y se, e somente se, y — x € P. Nao é dificil verificar que esta
relacao de ordem satisfaz as seguinte propriedades:

(a) Sex <yey< zentdoz < z;

(b) Se z,y € K entdo ou z =y, ou x < y, ou x > y;

(¢) Se z < y entdo x + z < y + z para todo z € K;

(d) Sex <yez>0entdo zz < yz. Se z < 0 entao zz > yz.

Na literatura um corpo munido de uma relagao de ordem satisfazendo as pro-
priedeades (a) a (d) é denominado de corpo ordenado. Cabe observar que se < é
uma relagao de ordem, compativel com as operacoes do corpo K, entao o conjunto
P={x € K :z >0} é um cone positivo para K.

Um corpo ordenado K é chamado de corpo real fechado se ele for maximal
algébrico com esta propriedade. Isto significa que K é real fechado se K for orde-
nado e se L | K for uma extensao algébrica com L ordenado e a ordem de K for a
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restri¢cao da ordem de L entao L = K. Todo corpo ordenado admite uma extensao
algébrica ordenada maximal, a qual é denominada de fecho real.

Para maiores detalhes sobre a teoria de corpos ordenados nos reportamos tanto
a [RI] como a [JA]. Conforme se encontram nestas referéncias sdo vélidas as
seguintes propriedades, que utilizaremos na préxima secao:

(a) Se K é um corpo real fechado entdo K admite uma tnica ordem e o subcon-
junto K2\{0} = {22 : 2 € K e  # 0} de K é um cone positivo para a tinica
ordem de K;

(b) Todo corpo ordenado possui um fecho real;

(¢) Um corpo ordenado K é real fechado se, e somente se, K for um corpo
ordenado e o corpo K[i] = {a+bi: a,b € K}, com i =+/—1, é algébricamente
fechado.

Por exemplo: o corpo Q dos niimeros racionais é um corpo ordendado, Q =
{x € R : z é algébrico sobre Q} é o fecho real de Q e Q[i] ¢ algébricamente fechado.
O corpo R dos niimeros reais é o mais conhecido corpo real fechado. Um exemplo
menos conhecido é considerar a ordem lexicogréfica (ou anti-lexicografica) no anel
de polindémios R[X], onde X é uma indeterminada sobre R, extender esta ordem
para o corpo de fragoes racionais R(X) de R[X] e entdo considerar o fecho real de
R(X).

3. Funcoes Trigonométricas sobre corpos reais fechados

Embora o conceito de dangulos, visto como a uniao de duas semi-retas de mesma
origem, possa ser estendido do corpo R dos numeros reais a qualquer corpo isto
nao ocorre com o conceito de medida de angulos. Esta dificuldade surge devido a
inexisténcia do conceito de comprimento de arcos para corpos em geral e mesmo
para corpos reais fechados. No entanto é perfeitamente possivel definir fungoes
trigonométricas sobre corpos reais fechados deixando de se considerar a nogao de
medida de angulos. Este é o objetivo desta segao.

Seja (K, <) um corpo real fechado. Se a é um elemento nao nulo do produto
K x K definimos a semi-reta passando pelo ponto o como sendo o conjunto [a] =
{ka : k > 0}. Denotemos por F'(K) o conjunto de todas estas semi-retas.

Definition 3.1 Os elementos de F(K) sao denominados de dngulos sobre o corpo
K.

Como K é um corpo real fechado, todo elemento positivo de K é um quadrado,
e como a soma de elementos positivos é positivo, faz sentido falar em +/x2 + y?2
para todos x,y € K. Notemos ainda que se o = (z,y) é um elemento nao nulo de
KxKeseke K, k>0, entao

T kx Y ky

VErE ir e e e+ )
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Definition 3.2 Se [a] € F(K) é um dngulo sobre o corpo K e (z,y) € um repre-
sentante de [a], o cosseno de [a] e o seno de [a], denotados respectivamente por
cos([a]) e sin([a]), sdo definidos respectivamente por:

< Y

\/TTyQ e sin([a]) = \/TTQQ

Note que estas definigoes independem de representantes do angulo [«], que o
dominio de ambas é o conjunto de dngulos e que a imagem é o intervalo [—1,1] =
{ke K:-1<k<1}.

Antes de analisarmos as identidades trigonométrica precisamos definir soma de
angulos.

Para motivar esta definicao relembremos o seguinte fato elementar da andlise
complexa (ver [CO]): se z,w € C = R[y/—1], entdo

cos([a]) =

z =|z| (cos@ + isinf),

w = |w| (cos @ +isin@’)

z-w=|z|-|w| (cos (6 +0") +isin (0 +6)),
sendo |z| = vz -Z e 0,60" as medidas dos angulos que z,w fazem respectivamente
com o eixo das abscissas.
Nada mais natural definir entdo a soma [a] + [] da seguinte maneira: dados

dois dngulos [a] e [5] e escolhidos respectivos representantes o = (u,v) e 8 = (z,y)
definimos

[o] + [8] = [(u, )] + [(2,9)] = [(uz — vy, vz + uy)]

Notemos que esta definicao independe dos representantes dos angulos e que, esta
operagao nada mais é do que a multiplicacdo complexa.

Passamos agora a investigar como ficam as relages (1)—(11) no caso das fungoes
seno e cosseno introduzidas segundo a definicao [3.2.

Proposition 3.1 Sejam [o],[5] € F (K). Entdo:
(i) cos ([a] + [B]) = cos ([a]) - cos ([]) — sin ([o]) sin ([5]) ;
(ii) sin ([a] + [6]) = sin ([a]) - cos ([5]) + cos ([a]) sin ([5])-

Proof: Sejam (u,v) e (z,y) representantes de [a] e [5] respectivamente. Entao

- COS — sin (|a) sin = ur — vy
(1) cos ([8]) sin (e sin (B) = s = ey
uxr — VY

= = cos ([a] + [B])
\/(ux —oy)® + (v + uy)®
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i - COS cos (|a]) sin = o =
sin (o) -cos (9] + cos () sn (19) = e s + e s
_ ”f”; vy = =sin([o] +[8)).
\/(ua: —vy)” + (vr + uy)
como queriamos. -

Vejamos agora como devemos interpretar a diferenca de medidas de angulos
das identidades (1) — (11) no caso de um corpo real fechado. Se [@] é um angulo
sobre um corpo real fechado K, definimos a semi-reta simétrica & [a] como sendo
o conjunto —[a] = {(x, —y) : (x,y) € [@]}. Note agora que —[«] é um angulo sobre
K, ou seja, —[a] € F(K). Também note que [o] — [a] = [o] + (—[a]) = [(1,0)]. O
angulo —[a] serd chamado de dngulo simétrico a [a].

Interpretamos entao a diferenca de medidas de angulos do caso real em um
corpo real fechado arbitrdario como sendo a soma de um angulo por um angulo
simétrico.

Proposition 3.2 Sejam [a], [0] € F (K). Entdo:
(i) cos ([a] = [B]) = cos ([a]) - cos ([5]) + sin ([o]) sin ([5]) ;
(ii) sin ([a] = [6]) = sin ([a]) - cos ([5]) — cos ([a]) sin ([5])-

Proof: Sejam (u,v) e (x,y) respectivamente representantes dos angulos [o] e [5].
Da definicao 3.2 segue que

- COS sin (|a) sin = el i

cos ([a]) - cos ([A]) + sin ([a]) sin ([5]) NN T Vi 1 022 1 y?
_ vy - — cos (fa] - [4)

V(= v (=) + vz +u(—y))

i - COS — cos (|a]) sin = ot - Y

sin (a]) - cos (81) = cos (o sin (0] = =y — sy
_ vt uy) _ = sin (o] - 3).

Ve = v (=9)) + (0 +u(~y)

[l

Como consequéncia das proposigoes 3.1 e 3.2! temos as seguintes identidades,
que restritas ao corpo dos numeros reais coincidem com as identidades de (8) a

(11):
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Corollary 3.0A Sejam [a],[f] € F (K). Entdo:

(=1,0)] = [o]) = sin ([a]) € cos ([(=1,0)] = [a]) = —cos ([a]) ;
(=1,0)] + [a]) = —sin([a]) e cos ([(=1,0)] + [a]) = —cos ([a]) ;
(

(

—
=]

)] = la]) = =sin([a]) e cos ([(1,0)] = [a]) = cos ([a]) ;
)] = [a]) = cos ([a]) e cos ([(0,1)] — [a]) = sin ([o]) .

Poderiamos, neste momento questionar se as fungoes da definigaol3.2sao periddicas
em algum sentido, além da situagao trivial

—~
~.
=
c
w0
=
=
==}
—_

sin ([o] +[(1,0)]) = sin ([a]) e cos ([a] +[(1,0)]) = cos ([a]),

que corresponderia no caso classico as identidades sin (6 4 0) = sin 6, cos (6 +0) =
cos .
Para compreendermos as identidade (4),(5),(6) e (7) no contexto de corpos

reais fechados devemos compreender o que é um angulo de medida 5 do caso real

em F(K). Sabemos que no caso real valem as relagoes

cos20 =1 — 2sin (12)

sin 20 = 2sinf cos 6. (13)

1-— 20
De (12) temos que sin§ = 4/ %, dai
0 1—cosf
ino =4/ — 14
sin 5 5 (14)

Intercalando (13) com (14) tem-se

COSQ = ﬂ (15)

2 /1—cos @
2 (3205

Motivado agora pelas igualdades (14) e (15) temos que:

Proposition 3.3 Sejam [o], [0] € F (K). Entdo:

(i) cos ) + cos () = (20 ) (el )

(id) cos ([a]) — cos ([8]) = — (v/T = cos (fa] + A1) ) - (v/T = cos (fa] = [3])) ;
(ii1) sin ([a]) +sin (9]) = (v/T=cos ([a] + [3])) <Si”<[“]‘[ﬁ”w])> :

1—cos([e]
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(iv) sin ([a]) — sin ([8)) = (v/T—cos (]~ [3)) ) - <n<[a]+[ﬁ])> .

1—cos([a]+[8])

Proof: A prova segue usando as proposicoes anteriores e a identidade de Pitagoras
sin? ([a]) 4 cos? ([a]) = 1. Verifiquemos (i) e (iv) respectivamente:

( sin ([o] + [3)) )( sin ([o] — [8)) )
Vi—cos(la]+ ()] \v/1—cos(la] - [A])

sin? ([a]) - cos? ([B]) — cos? ([o]) sin® ([B]) _ cos® ([B]) — cos® ([a])

/ (cos ([a]) — cos (8))) cos ([a]) = cos ([4))

sendo a tltima igualdade consequéncia da identidade sin? ([a]) = 1 — cos? ([a]);

sin ([ + [A])
<\/1 —cos ([a] — [6])) : <\/1 —cos ([a] + [ﬁ])) -

= (VI=cos(fa] + 3] -

(VT=cos (] = D) ( sin ([a] + []) )
<\/1 — cos ([a] +[5D> V1= cos ([a] +[4])
_ (cos([a]) —cos (18)) - (sin ([a] + [3)))

cos (o] + [3]) — 1

Usando o fato de que cos? ([a]) = 1 — sin? ([a]) na tltima igualdade conclufremos
o resultado. g

4. Restricao ao Caso Real

Observamos que o conjunto de angulos F' (R) sobre o corpo dos nimeros reais
R pode ser identificado com o intervalo [0,27) C R. Para tanto identificamos
cada semi-reta [a] € F' (R) do plano cartesiano com a medida Z ([z], [@]) do angulo
formado pelas semi-retas [z] = {k(1,0) : k € R e k > 0} e [a]. Em outras palavras,
a aplicagao
i:F(R)—[0,27m)

tal que i ([a]) = Z([z], [@]) é uma bijegdo. A importancia desta aplicagdo se deve

aos seguintes fatos:i ([a] + [A]) = i ([o]) + i ([8]) e i(la] = [8]) = i([a]) —i([5]) .

A primeira igualdade é consequéncia imediata da identidade

a-f=laf-|5](cos (£ ([x], [o]) + £ ([], [8])) + isin (£ ([2], [a]) + £ (2], [8]))) ,

sendo « e [ representantes de [o] e [§]. Para a segunda igualdade observe ini-
cialmente que se 8 = Z([z],[8]) entdao 2r — 6’ = Z([z],—[8]). Dai, pondo
0 = £ ([z], [a]), segue que

a-Bs = |a|-|Bs| (cos (0 + (2m —0")) +isin (0 + (27 — ")),
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sendo « e 3 representantes de [«] e —[5]. Usando os fatos de que cos (6 + (27 — 6"))
=cos (6 —0), sin (0 + (2r — 6")) = —sin (¢' — 0), cosseno é uma funcao par e seno
é uma funcgao impar, concluimos que

a-fs = |a|-|Bs| (cos (0 —0") +isin (0 —6)).

Portanto Z ([z], [a] — [ﬁ]) =60—-0 = Z([z],]a]) — £([z],[5]), donde segue que
i([e] = 18) = i([a

Como sin (Z[a]) = sm( ([a])) e cos([a]) = cos (i ([a])), segue das propriedades

da aplicagao i : F'(R) — [0,27) que
sin([o] +[B]) = sin(£L([z], [a]) + £ ([z], [6])),
sin([o] = [B]) = sin(<L([z], [a]) — £([z],[8]))
cos([a] +[B]) = cos(£([z], [a]) + £ ([x],[A])),
cos ([o] — [5]) cos (£ ([z], [o]) + £ ([, [8])) -

Fica claro agora que as fungoes da definicao [3.2] restritas ao caso real coincidem
com as clédssicas funcoes trigonométricas seno e cosseno.

Para finalizar estas notas propomos o seguinte problema para o qual ainda nao
conhecemos resposta. E bem conhecido que para todo x € R

. _ - (_1)n 2n+1 _ - (_1)7’L 2n
sm(m)—nzzomx +1 ¢ COS(x>_nZ:() (Qn)!x .

Deste desenvolvimento em séries das fungoes trigonométricas classicas surge natu-
ralmente o problema da re-interpretacao das fungoes trigonométricas agora definidas
sobre um corpo real fechado K (no nosso caso seno e cosseno foram definidas sobre
F(K)) de maneira a obter uma expansio em séries de poténcias para as mesmas.
Para analisar a convergéncia de séries sobre corpos reais fechados uma idéia é con-
siderar ao invés da ordem a valorizagao real compativel com a ordem (ver [NAJ).
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