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RESUMO

Este artigo aborda diferentes técnicas para geragéo de pontos aleatdrios sobre o globo. A longitude (X) e a latitude ()
sdo entendidas como variaveis aleatdrias continuas, contidas nos intervalos entre -180° e 180° e entre -90° e 90°,
respectivamente. Duas possibilidades sdo levadas em conta, ambas considerando essas duas varidveis como
independentes. A primeira utiliza distribui¢des uniformes para as duas variaveis (modelo uniforme) e a segunda utiliza
uma distribuicéo uniforme para a longitude e uma distribuigdo cosseno para a latitude (modelo cosseno). So apresentadas
as funces de distribuicdo de probabilidade para as distribui¢des marginais de X e Y, e conjuntas - vetor aleatério (X, Y).
Também sdo evidenciadas as propriedades de esperanca e variancia para as distribui¢cées marginais, bem como demonstra-
se a independéncia das distribui¢ces conjuntas. Considerando todo o globo, observou-se que 6 modelo uniforme tende a
gerar uma densidade de pontos por area menor na regido equatorial e maior nos polos, enquanto o modelo cosseno tende
a gerar uma densidade variavel ao redor de uma média constante. Assim, 0 modelo cosseno corrige um enviesamento
causado pela geometria ndo-euclidiana inerente ao formato terrestre. Uma demonstracdo realizada para duas areas no
territdrio brasileiro mostrou que, utilizando a distribui¢do cosseno, a porcéo sul do Rio Grande do Sul teria 14,73% a
menos de chance na geracdo de pontos, em comparacdo com a regido equatorial. Essa diferenca ocorre por conta da
variacdo da extensdo dos paralelos ao longo das latitudes.
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ABSTRACT

This article addresses different techniques for generating random points on the globe. The longitude (X) and latitude (Y)
are understood as continuous random variables, contained within the intervals between -180° and 180° and between -90°
and 90°, respectively. Two possibilities are contemplated, both considering these two variables as independent. The first
one uses uniform distributions for both variables (uniform model), and the second one uses a uniform distribution for
longitude and a cosine distribution for latitude (cosine model). The probability distribution functions are presented for the
marginal distributions of X and Y, as well as the joint distribution - random vector (X, Y). The properties of expectation
and variance for the marginal distributions are also provided, and the independence of the joint distributions is
demonstrated. Considering the entire globe, it was observed that the uniform model tends to generate a lower point density
per area in the equatorial region and higher at the poles, while the cosine model tends to generate a variable density around
a constant average. Thus, the cosine model corrects a bias caused by the non-Euclidean geometry of the Earth's shape. A
demonstration carried out for two areas in the Brazilian territory showed that, using cosine distribution, the southern
portion of Rio Grande do Sul would have 14.73% less chance in point generation compared to the equatorial region. This
difference occurs due to the variation in the extent of the parallels along the latitudes.
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1. INTRODUCAO

A geracdo de pontos aleatorios € um procedimento de rotina em geoprocessamento, sendo
utilizada em contextos variados, como em estudos de salde publica (KONDO et al., 2014), no
levantamento de mudancas de uso do solo (OLOFSSON et al., 2014) e em geomorfologia
(CREMON, 2012). Um exemplo de aplicacdo dessa técnica é na definicdo de pontos para visitacao
em campo, coleta de dados e/ou amostras. Gerar um conjunto aleatorio de pontos nesse caso garante
que o processo de amostragem ndo seja enviesado por questdes de comodidade logistica, por
exemplo, ou por outros fatores que ndo possuam relevancia para o estudo. Constituem exemplos de
amostragens que podem ser realizadas de modo aleat6rio no espago: coleta de dgua para andlise de
parametros limnol6gicos em um reservatério; determinacdo de parametros fitossociologicos em uma
unidade de conservacdo; coleta de solo para obtencdo de pardmetros pedoldgicos em uma area
agricola; selecdo de pessoas e/ou de residéncias para entrevistas em um levantamento
socioecondmico, entre outros.

Outro conjunto de aplicacbes da geracdo de pontos aleatérios, muito difundido na
comunidade de SIG/sensoriamento remoto, é na validagdo - avaliacdo da precisdo de classificacGes
baseadas em imagens orbitais e outros produtos de sensoriamento remoto, como modelos digitais de
elevacao. Nesses casos, 0s pontos aleatorios tém o objetivo de selecionar pixels ou regiGes onde se
pretende confrontar a classe a que pertencem com o resultado de uma classificagdo (OLOFSSON et
al., 2014). Embora o processo de geracdo de pontos aleatdrios seja normalmente feito apos a
elaboracdo e aplicacdo de modelos, eles também podem ser utilizados no inicio, definindo quais locais
serviriam para o treinamento.

E de fundamental relevancia mencionar que nio necessariamente toda amostragem espacial
deve ser completamente aleatoria. Um procedimento comum em amostragens € a geracdo de pontos
a partir de grades regulares que utilizam distancias pré-determinadas, o que ndo constitui o tema desta
pesquisa. Também pode haver circunstancias em que seja necessario realizar algum tipo de
estratificacdo (OLOFSSON et al., 2012), aumentando a quantidade de coletas em uma regido com
maior variabilidade, por exemplo, e diminuindo em é&reas mais homogéneas. Este artigo trata,
especificamente, de situacGes em que ha o interesse de se gerar pontos aleatorios, ou seja, pressupde-
se que ndo ha interesse em alguma estratificacdo espacial no processo de amostragem.

O objetivo é propor um modelo para geracdo de pontos aleatérios que lide com o sistema de
coordenadas geograficas em grandes extensdes do globo. Para isso, foram adotados os seguintes
passos: i) explicitar o problema que envolve a geracdo de pontos aleatorios com base em coordenadas
geograficas em um meio bidimensional euclidiano; ii) explicitar o modelo tradicionalmente utilizado
em termos probabilisticos; iii) apresentar um modelo alternativo e realizar sua descrigdo
probabilistica; iv) apresentar uma comparagao entre os dois modelos.

Os procedimentos de geoprocessamento foram elaborados com uso do software QGIS, um
software gratuito, de amplo uso nacional (QGIS, 2023). Mais especificamente, o algoritmo utilizado
para gerag¢ao de pontos aleatdrios foi o “Random points in extent”, presente na versdo 3.4 (QGIS,
2020). Os desenvolvimentos matematicos relacionados com as distribuicdes de probabilidade dos
pontos aleatorios, apresentados neste artigo, seguem principios basicos de probabilidade que podem
ser consultados em livros-texto da area, como em Magalhdes e Lima (2005).

1.1. Coordenadas geograficas e pontos aleatorios, qual é a questdo?

Para explicar a questdo que motivou essa pesquisa, tomou-se 0 seguinte exemplo: foram
gerados 2.000 pontos aleatorios sobre o globo com uso do algoritmo “Random points in extent”
(Figura 1). O mapa-mundi apresentado na figura 1 apresenta 36 faixas longitudinais, a cada 5° de
latitude. Em uma primeira analise, os pontos parecem bem distribuidos sobre o globo, sem haver
agrupamentos, isso quer dizer que ha aproximadamente a mesma quantidade de pontos em cada uma
das faixas latitudinais.
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Figura 1: Distribuicdo de 2.000 pontos aleatorios sobre 0 globo com base no algoritmo “Random
points in extent” presente no software QGIS
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Dada a quase esfericidade terrestre, pode-se afirmar que a regido abrangida entre 0° e 5° de
latitude possui uma area muito maior do que a regido abrangida entre 85° e 90° - a mesma proporcao
vale para os dois hemisférios. Isso ocorre devido ao fato de que 1° de longitude no Equador equivale
a cerca de 111 km e esse comprimento diminui em direcdo aos polos, chegando a zero exatamente
sobre eles (ANDERSON, 1982).

Como as faixas latitudinais possuem aproximadamente a mesma quantidade de pontos, mas
areas bem diferentes, conclui-se que o resultado do modelo estatistico apresentado na figura 1 para
geracdo de pontos aleatdrios privilegia as regides polares, com maior quantidade de pontos por
unidade de area, em relacéo a regido equatorial. Essa afirmacdo pode ser compreendida visualizando-
se a figura 2, que mostra a concentracdo de pontos nos polos e uma menor quantidade de pontos na
regiao equatorial.

Figura 2: Visualizagdo parcial dos mesmos pontos aleatdrios apresentados na figura 1, simulando
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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Em termos matematicos, a questdo abordada nesta pesquisa é que algoritmos como o
“Random points in extent” tratam o espa¢o geografico a partir de uma geometria euclidiana (plano),
0 que ¢ suficiente para trabalhos em escalas grandes. No entanto, em escalas menores deve-se levar
em conta a geometria ndo-euclidiana, inerente ao formato terrestre (geometria esférica), para a
geracdo de pontos aleatorios. Afirma-se que a Terra apresenta caracteristicas ndo-euclidianas por
conta da convergéncia meridiana, que ocorre nos polos (ANDERSON, 1982). Uma introducdo aos
conceitos de geometria euclidiana e ndo-euclidiana pode ser consultada em Rocha (2013).

Como a geracdo de pontos aleatorios € um procedimento frequentemente aplicado em
experimentos em escalas grandes e médias, o problema mencionado aqui normalmente néo é levado
em conta. No entanto, em estudos que envolvam grandes areas (todo o territorio brasileiro, um
continente, ou todo o globo), a tridimensionalidade terrestre deve ser tratada para a geragédo nao-
enviesada de pontos.

2. O MODELO UNIFORME
2.1. Distribui¢6es marginais

Definiu-se a variavel X para a longitude, e a variavel Y para a latitude, ambas em radianos.
Para a producao de pontos aleatérios como os apresentados nas figuras 1 e 2, considerou-se que um
ponto qualquer sobre o globo é determinado pelas varidveis aleatorias continuas X e Y. Considerou-
se também que todos os valores de X e Y tém a mesma chance de serem selecionados, ou seja, eles
seguem distribui¢des uniformes. Assumiu-se também que a escolha de um valor de X ndo influencia
o valor de Y e vice-versa, ou seja, sdo variaveis independentes. Assim, tomando-se de forma isolada
uma distribui¢do uniforme para a longitude:

1
P —n g = E' —n<x<m "
0, :m:c. c
sendo f(x) uma funcéo constante e positiva, e como:
jnidx = L nldx = i[x]’f,r = i-27r =1
g 2T 2r )_, 21 21 2

a Equacéo (1) descreve uma funcéo de distribuicdo de probabilidades (f.d.p.). De modo analogo,
considerou-se de forma isolada uma distribuicdo uniforme para a latitude:

1 _ 1 <y < T

T_ (_ E) T’ 25753
fr) =12 2 - (3)

0, c. C
sendo f(y) uma fungdo constante e positiva, e como:
T T

f71d_1f71d_1[]g_1 4 A
_%ny_n_% yE gl =T “)
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a Equacéo (3) descreve uma f.d.p. Aplicando-se as propriedades da funcao de distribui¢do uniforme,
tém-se os seguintes valores de média e variancia:

EX) = > = 0 (5)
T A
E(Y) = _7;7: 0 (6)
_(_ 2
vAR() = 2= ™I 1(2 M 32898 (7)
m_ _E)]Z
VAR(Y) = 5— 271+ 0,8224 8

Uma interpretacdo direta das esperancas € a seguinte: a Equacao (5) mostra que a média da
longitude é no meridiano de Greenwich, e a Equacéo (6) mostra que a média da latitude é no paralelo
do Equador, sendo resultados muito intuitivos. A Equacao (7) e a Equacao (8) mostram os valores
das respectivas variancias, que ao converter para desvio-padrdo e para a unidade de graus, resultam
em: 103,923° para a longitude e 51,961° para a latitude.

2.2. Distribuicéo conjunta

A localizacdo de um ponto ndo € definida apenas pela latitude ou pela longitude, mas a partir
das duas. Por isso, para uma descricdo tedrica mais abrangente da distribuicdo de probabilidades de
pontos aleatorios sobre o globo, é necessario definir a f.d.p. de um vetor aleatério (X, Y). Isso é
possivel de ser realizado a partir das distribuicdes marginais devido a independéncia pressuposta entre
XeY.Assim:

11 <x< 7T<<
27_[— ) 7'[X7T,2y

floy) =< " (9)

Sendo f(x, y) uma funcdo constante e positiva, e como:

n
ffnznzdydx —>—f 2dx—>—fndx—>—f ldx (10)
-1

1 2T
_[x]zn - — =1

2T 2T (11)

a Equacdo (9) descreve uma f.d.p. Para verificacdo da independéncia entre X e Y, tomou-se a
covariancia:

Cov(Y) = E(X,Y) — E(X)E(Y) (12)
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em que, pelas Equacdes 5 e 6, E(X) = E(Y) = 0. Assim, a covariancia se simplifica em:

T o7 1 m yzg
E(X,Y) = __ dydx > — Y
*x,7) f_nf_%xy — dydx - = _an_g dx (13)
T
EXY) = — | x- -
X, 52 _nx 0 dx=0 (14)

assim, a covariancia entre X e Y é zero, sendo elas independentes.

3. O MODELO COSSENO
3.1. DistribuicGes marginais

A abordagem para geracdo de pontos aleatdrios em grandes extensdes do globo possui uma
diferenca no tratamento da latitude apenas, de forma que a longitude permanece tendo uma
distribuicdo uniforme, com as propriedades definidas na Equacéo (1), na Equacao (5) e na Equacao
(7). No modelo proposto também se assume que X e Y sdo varidveis independentes. O tratamento
diferenciado em relacéo a latitude se baseia no comprimento de um paralelo qualquer, dado por:

C=cos(Y)'E (15)
onde C é o comprimento de um paralelo qualquer e E é a extensdo do Equador (em unidades de
distancia). E necessario esclarecer que o modelo proposto pressupde o formato esférico para a Terra.
Uma abordagem mais precisa consistiria no uso de um elipsoide de revolucdo, cuja solucdo ndo esta
presente neste artigo. Apesar disso, 0 modelo esférico se aproxima bastante ao modelo elipsoidal,
dado o pequeno fator de achatamento, proximo de 1/300 considerando os elipsoides utilizados do
Brasil (IBGE, 2016; SAMPAIO; BRANDALIZE, 2018), e a pequena diferenca entre areas, que sera
mencionada posteriormente. Assim, tomando-se de forma isolada a variavel aleatoria latitude (), é
proposto 0 modelo cosseno:

_ 2 2

sendo f(y) uma funcéo continua positiva para o dominio especificado, e como:

T

21 1 z 1 T T 1
— = — 2 = — — | — —_— = — =
J_E > cos(y) dy 5 [sen(y)]_% 5 [sen (2) sen ( 2)] 5 2 =1 a7
a Equacao (17) descreve uma f.d.p. A esperanca de Y € dada por:
Vi
50 = [Ly-seosmay = 5[]y cosa
= r— - — .
_Ey > cos\y y ) _%y cosy y (18)
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que é resolvida por uma integracdo por partes:

1 s 1
E(Y) =3 [y sen(y) + cos (y)]i% > > [% _ %] -0 9

de forma que, assim como no modelo uniforme, a média da latitude no caso do modelo cosseno € 0,
equivalendo a linha do Equador. Também pode ser demonstrado que:

fol ) d —f“ ) dy == (20)
_gzcosy y = 02cosy y =5

0 que garante que esse modelo ndo é enviesado para algum dos hemisférios, ou seja, a chance de um
ponto aleatorio ser alocado em cada um dos hemisférios (Norte e Sul) é de 50%. Para o célculo da
variancia, se utilizou:

VAR(Y) = E(Y?) — [E())? (21)
sendo:
z 1 1 (2
B0 = [ y2 Seosdy 5 [y cos ay -

que pode ser resolvida por integracdo por partes em duas vezes:

1 7
B0 = 5 |ysent - [ 2y senty |, @)
1 n
E(Y*) = s[y*sen(y) — 2(=ycos(y) + sen(y)]’x (24)
E(Y?) = %[(%)2 —2+(- %)2 - 2] = (%)2 — 2~ 0,4674 (25)
assim:
2
VAR(Y) = (%) —2-0%~ 04674 (26)

Convertendo-se o valor de variancia encontrado para desvio-padrdo e para a unidade de
graus, encontrou-se o valor de 39,1712°. Comparando-se com o0 desvio-padrdo da distribuicdo
uniforme para a latitude, de 51,961°, pode-se concluir que o uso da funcdo cosseno diminui a
variancia para a posicdo latitudinal dos pontos. Isso ocorre devido a maior alocacdo de pontos
proximos a media, que equivale ao paralelo do Equador.

3.2. Distribuicéo conjunta

De forma analoga ao modelo uniforme para o vetor aleatdrio (X, Y), a descricdo completa
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da distribuicdo de probabilidades de pontos aleatdrios sobre o globo a partir do modelo cosseno
proposto é:

1 1 ) 1 o) <x< T <y < T
—=cos(y)=-—cos(y), —n<x<m; —=—<y< -
flxy) =1 2" 2 4m 2 2 @7)
0, c.c
Sendo f (x, y) uma funcdo continua e positiva para o dominio especificado, e como:
i E s s
2 1 1 u
f_n .[_%Ecos(y) dydx - Ef_n[sen(y)]_% dx (28)
1 (" T T
e - [sen (E) — sen (— E)] dx (29)

1fnZd 1fnd ! [r — (—m)] ! 2 1
— - — - — — (- - — =
i )_, * 2r J_, * o " " o "

(30)

a Equacéo (27) descreve uma f.d.p. Para verificagdo da independéncia entre X e Y tomou-se a
covariancia (Equacao 12), e como E(X) =0 (Equacéo 5) e E(Y) = 0 (Equacéo 19), a covariancia se
resume em:

s = [ [ Lteosoraa - =[5 [ y oo @
= —_ - — .
X,Y) . _g xy 4nC05 (y) dydx . _nx _g)’ cos(y) dy dx
de modo que, pelas Equacfes 18 e 19 demonstrou-se que a integracdo em Y resulta em zero, entdo:
1 Y
EX,Y)= — -0 dx=0
1= 3| x 0 dx (32)

assim, a covariancia entre X e Y é zero, sendo elas independentes.
4. COMPARACAO ENTRE MODELOS

Realizou-se um experimento em que foram produzidas duas bases de 2.000 pontos
aleatorios, uma para cada um dos modelos, sendo eles referidos como uniforme (latitude e longitude
seguem distribuicdes uniformes) e cosseno (longitude segue distribuicdo uniforme e latitude segue
distribuicdo cosseno). A base do modelo uniforme j& foi apresentada na introducéo (Figuras 1 e 2)
para explicacdo do problema inicial da pesquisa. O modelo cosseno proposto nesse artigo foi
implementado em linguagem Python, resultando na base apresentada na figura 3. Todo o codigo seria
extensivo para apresentacao neste artigo, mas algumas partes importantes seguem, com comentarios:

import numpy ## Importacdo de pacote
import math  ## Importagéo de pacote
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import pandas ## Importacdo de pacote
x0=-math.pi/2 ## Limita o intervalo minimo para a latitude

x1=math.pi/2  ## Limita o intervalo maximo para a latitude

def random_custDist(): ## Cria uma funcéo

samples=[] ## Cria um vetor vazio

x=numpy.random.uniform(low=x0,high=x1) ## Define uma variavel com dist. uniforme

prop=custDist(x) ## Obtém o valor da dist. cosseno

If numpy.random.uniform(low=0,high=1) <=prop: ## Testa a dist. uniforme

samples += [x] ## Adiciona ao vetor, se satisfeito o teste

def custDist(x): ## Cria uma funcéo

return (math.cos(x)/2) ## Calcula um valor p/ a dist. cosseno
def uniform(): ## Cria uma fungao

samples2=[] ## Cria um vetor vazio

y = numpy.random.uniform(low=-180,high=180) ## Calcula um valor p/ a dist. uniforme

samples2 += [y] ## Adiciona ao vetor
df = pandas.DataFrame(samples) ## Cria uma matriz, para exportacao
df['Latitude’] = df[0]* (180/math.pi) ## Converte a latitude para graus

Ressalta-se que foram omitidos detalhes sobre processos de loop, exportagéo, entre outros,
mas 0s pacotes necessarios bem como a esséncia do cddigo estdo devidamente apresentados. Uma
comparacéo direta da figura 3 com a figura 1 pode mostrar uma aparente aglomeracao de pontos na
regido equatorial, em detrimentos dos polos. No entanto, essa percep¢do € apenas um artefato
produzido pela projec¢do cartogréfica, de modo que nesse modelo os polos aparentemente possuem a
mesma densidade de pontos em relacao ao restante do globo (Figura 4). Note que na figura 4 parece
haver uma maior concentracdo de pontos nas bordas do globo, mas essa impressdo também resulta
da projecéo.

Figura 3: Distribuicdo de 2000 pontos aleatdrios sobre o globo com base no modelo cosseno
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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Figura 4: Visualizacdo parcial dos mesmos pontos aleatdrios apresentados na figura 3, simulando
um globo
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Para uma comparac¢do gquantitativa entre os dois modelos, a superficie terrestre foi dividida
em 36 faixas latitudinais de 5° (Figuras 1 e 3), em que se calculou suas &reas tomando-se 0 método
para calotas esféricas:

A = 2nrh (33)

Onde A é a area, r € 0 raio terrestre e h é a altura da calota esférica (TAVARES, 2020). Para
0 raio terrestre adotou-se o valor de 6367,444 km, equivalente a média entre 0s semieixos maior e
menor do elipsoide WGS-84 (IBGE, 2016). O uso desse raio resultou em uma area para a superficie
terrestre de 509.495.346,8 km?, cerca de 0,112% abaixo da &rea real da Terra. Assim, primeiramente
calculou-se a area total da calota esférica para cada latitude especificada, e a area das zonas
latitudinais de 5° foi obtida pela subtracdo entre calotas. A area superficial das 36 zonas latitudinais
pode ser observada na figura 5.

Realizou-se também um procedimento de contagem de pontos no interior de poligonos, em
que as duas bases de 2.000 pontos foram contabilizadas no interior das zonas latitudinais. Pela area e

pela quantidade de pontos calculou-se a densidade de pontos para as duas bases, a partir da razéo
entre a area e o total de pontos.

Figura 5: Area das 36 zonas latitudinais apresentadas nas figuras 1 e 3
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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Considerando o modelo uniforme, observa-se que as zonas latitudinais possuem uma
quantidade de pontos varidvel ao redor de uma média constante, indicada pela linha tracejada na
figura 6A. Por outro lado, a razdo area/pontos é claramente maior na regido equatorial e menor nos
polos (Figura 6B). Isso mostra que, gerar pontos aleatorios em mesma quantidade para diferentes
latitudes causa uma distor¢cdo na densidade de pontos. A linha preta pontilhada na figura 6A
representa o valor de 55,55 pontos/zona, obtido a partir da razéo entre o total de 2000 pontos e as 36
zonas, resultando no valor médio esperado de pontos em cada zona latitudinal. Para averiguar a ndo-
tendenciosidade dos pontos aleatorios, foi realizado um teste-t para amostra simples e média
conhecida, considerando-se o valor de 55,55 pontos/zona como a média conhecida. O teste ndo
resultou em diferenca significativa entre os dois grupos (valor-p: 0,99).

O modelo cosseno proposto resulta em uma distribuicdo aleatéria de pontos com
caracteristicas inversas as apresentadas na figura 6. O total de pontos contabilizados em cada faixa
latitudinal € menor nos polos e maior na regido equatorial (Figura 7A), ao passo que a razao
area/pontos varia ao redor de uma média constante (Figura 7B). A linha preta pontilhada na figura
7B representa o valor de 254.747,67 km2/ponto, obtido pela razdo entre a &rea terrestre e a quantidade
de pontos, resultando no valor médio esperado de area por ponto. Assim como no caso do modelo
uniforme, foi averiguada a ndo-tendenciosidade dos resultados do modelo cosseno, considerando-se
o valor de 254.747,67 kmz2/ponto como a média conhecida. O teste-t ndo apontou diferenca
significativa entre os dois grupos (valor-p: 0,35).

Figura 6: Resultados experimentais para 0 modelo uniforme. A) Quantidade de pontos em cada
zona latitudinal. A linha preta pontilhada indica a média esperada. B) Area em que ocorre um
ponto, em média, para cada zona
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Figura 7: Resultados experimentais para o modelo cosseno. A) Quantidade de pontos em cada zona
latitudinal. B) Area em que ocorre um ponto, em média, para cada zona. A linha preta pontilhada
indica a media esperada
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Além desses experimentos em nivel global foi realizado o calculo de probabilidades segundo
0 modelo cosseno para duas zonas localizadas no Brasil (Figura 8), a primeira entre 0°S e -1°S e
entre -52°0 e -53°0 (regido equatorial). A segunda area se situa entre -31°S e -32°S e entre -52°0 e
-53°0 (Rio Grande do Sul, regido subtropical). Observe que as duas areas possuem 1° x 1° de
extensdo, mas situadas em contextos distintos de latitude no territorio nacional.

Figura 8: Localizacao das areas experimentais (quadrados alaranjados), em diferentes situaces
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Fonte: Organizado pelo autor, 2023. Fonte dos limites estaduais: IBGE.
Fonte dos limites internacionais:_https://hub.arcgis.com/maps/esri::world-countries-generalized.

Aplicando-se a Equacao (27) para a zona equatorial, tem-se:

-0,907 1 -0,907
Py = | j cos) dydx = o[ Tsenyormis dx
0,925 J-0,01745 4 0,925 (34)
~0907 0,01745 }
- E f 0,01745dx - T 0,01745 = 2,42395 - 10~
-0,925

e para a zona subtropical:

-0907 (—0,541 ~0,907
P(X,Y) = f f —cos(y) dydx - —f 56’”(}’)]:8?‘5%5 dx

0925 05585 0,925 (35)
—0,907 0,01488
- j 0,01488 dx —» —— - 0,01745 = 2,06683-10~°
477,' —0,025 41

Comparando-se a probabilidade de ocorréncia de um ponto na regido subtropical em relagdo
a regido equatorial:

2,06683 - 107°

= 36
2,42395-107° 08526 (36)
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ou seja, a zona de maior latitude possui 14,73% a menos de chance de ocorréncia de pontos em relagao
a zona equatorial. Para se demonstrar que essa diferenca é proporcional aos diferentes comprimentos
que os paralelos possuem, foi aplicada a Equacéao (15) para se obter o comprimento do paralelo de -
31,5°, adotando-se o comprimento de 40075 km para o Equador:

C = cos(—31,5) 40075 km = 34169,6 km

(37)
A proporgéo entre os comprimentos do Equador e do paralelo de -31,5° é de:
34169,6
A 38
70075 = 08526 (38)

que é a mesma proporcdo da calculada entre as probabilidades de ocorréncia de pontos nas duas
regides (Equacéo (36)), com pequenas diferencas quando avaliadas em mais casas decimais devido
ao fato de que a comparacdo foi feita entre areas no caso da Equacéo (36) e entre comprimentos de
paralelos na Equacédo (38). Assim, essa compara¢do mostra que a menor probabilidade de ocorréncia
de pontos em maiores latitudes segue exatamente a reducéo da extensao de seus paralelos.

A proporc¢do de 0,8526 mostra que, em média, para cada 100 pontos aleatorios gerados na
regido equatorial, seriam gerados cerca de 85 pontos na regido de maior latitude do Brasil. Ressalta-
se que, caso 0 modelo uniforme fosse utilizado, as areas do territdrio de maior latitude teriam uma
maior densidade de pontos por area em relacdo a regido equatorial, enviesando o processo de geracao
de pontos.

5. CONCLUSAO

O modelo cosseno apresentado foi capaz de gerar uma densidade pontos/area variavel, mas
ao redor de uma média constante, para todas as regiGes do globo, constituindo uma técnica mais
adequada para geracdo de pontos aleatérios em contextos de grandes extensfes latitudinais.
Considerando todo o territério nacional por exemplo, pdde-se demonstrar que ha uma diferenca nédo-
desprezivel entre o Equador geografico e o sul do estado do Rio Grande do Sul.

Duas sequéncias podem ser dadas a essa pesquisa, primeiramente, a possibilidade de avancar
no modelo tedrico, uma vez que o modelo cosseno apresentado supde um formato esférico para a
Terra, 0 que ndo condiz com sua real forma. Assim, pode ser desenvolvida uma abordagem com uso
de elipsoides de revolucéo, ajustaveis conforme o modelo terrestre pretendido. Como o calculo de
areas sobre elipsoides de revolucdo envolve integrais ndo triviais, e como a diferenca de area e
achatamento entre o elipsoide e a esfera & muito pequena, optou-se neste momento pela apresentacao
deste modelo mais simples. Ademais, outra sequéncia seria a oportunidade de implementar em SIG,
visto que, o algoritmo utilizado nesta pesquisa pode ser adaptado como um plugin para o QGIS, por
exemplo, ficando disponivel para a comunidade usuaria. O atual algoritmo, no entanto, ndo se
encontra nesse estagio de desenvolvimento, pois precisam ser elaboradas op¢des ao usuario, Como o
distanciamento minimo entre pontos, e a geracao especifica para o interior de poligonos e/ou areas
de extensao.
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