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ALGUMAS APLICACOES FISICAS DA INTEGRAL DE LINHA
SOME PHYSICAL APPLICATIONS OF LINE INTEGRAL

Luciano Nascimento !

Resumo: As integrais de linha s@o uma ferramenta extremamente importante para a
realizacdo de diversos calculos. Neste artigo serdo mostradas suas aplicacdes para calcular o
trabalho realizado para que um pistdo se mova. Relativamente, o ensino do célculo de integral
de linhas de curvas é diretamente influenciado por acdo de campos vetoriais. Desta forma, as
integrais de linhas destes campos vetoriais, de principio conservativos ou ndo sao bem
contextualizados fisicamente do ponto de vista da Mecénica Classica a exemplo do trabalho
realizado por uma forca varidvel de onde se obtém de forma direta o Teorema do Trabalho-
Energia Cinética. O objetivo deste estudo, acerca da integral de linha é aplicacdo direta de seu
formalismo matematico na fisica geral. Tal aplicabilidade ¢é utilizada para ilustrar a
interpretacdo fisica da integral de linha de um campo vetorial. Ademais, serd possivel também
visualizar a aplicabilidade das integrais de superficie, com a utilizagdo dos Teoremas de
Stokes e Gauss para a transformacdo para obtencdo das futuras Equacdes de Maxwell da
forma integral para a forma diferencial.

Palavras-chaves: Integral de Linha. Termodindmica. Campo Vetorial. Teorema de Stokes e
Gauss.

Abstract: Line integrals are an extremely important tool for performing various calculations.
In this article your applications will be shown to calculate the work done for a piston to move.
Relatively, the calculation of the integral of curve lines is directly influenced by the action of
vector fields. In this way, the line integrals of these vector fields, of conservative principles or
are not well contextualized physically from the point of view of Classical Mechanics, such as
the work done by a variable force from which the Work-Kinetic Energy Theorem. The
purpose of this study, concerning the line integral is the direct application of its mathematical
formalism in general physics. Such applicability is used to illustrate the physical
interpretation of the line integral of a vector field. In addition, it will also be possible to
visualize the applicability of the surface integrals with the use of the Stokes and Gauss
Theorems for the transformation to obtain the future Maxwell equations from integral to
differential form.
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1 Introdugéo

Este artigo trata de diversas aplicacdes de conceitos aprendidos em Calculo. Estas séo
mostradas em grandes areas da Matematica, Fisica, Quimica e da Engenharia, na tentativa de
despertar o interesse dos discentes para tais contetidos, pois, muitas vezes durante o curso
dessas matérias, eles se perguntam a utilidade dos célculos.

Para tanto, sdo mostradas aplicagdes das integrais de linha no célculo do trabalho
realizado por uma forca varidvel e por um pistdo em um motor (um processo chamado
politropico em nivel termodindmico). Este termo de integral é denominada de integral de
linha por muitos autores de livros classicos de calculos, muito embora 0 nome mais comum €
integral de curvilineas, sendo 0 mais adequado atualmente.

O Calculo de integrais de linhas com fungdes vetoriais, sobre curvas no espaco, do
tipo bem suave é feito de modo totalmente analogo as curvas planas, sendo que as curvas no
espaco associadas as equacOes paramétricas (EDWARDS; PENNEY, 1994,213p). Na
Termodindmica, uma integral de linha é utilizada para calcular o trabalho e o calor
desenvolvido numa transformacgdo isométrica. Vamos desenvolver algumas ferramentas
importantes para o aprendizado das integrais de linha de uma funcdo de vérias variaveis e
associa-las a um campo vetorial do tipo conservativo no plano e no espaco. Ademais, €
possivel visualizar também a aplicacbes dos Teoremas de Stokes e Gauss no processo de
transformacédo das quatro equacdes integrais de Maxwell em formas diferenciais. Estas séo
extremamente utilizadas na Teoria Eletromagnética e em Teoria Quantica de Espacos Curvos,
como o calibre de gauge para fotons. Este artigo tem como objetivo principal visa mostrar um
minucioso estudo sobre a integral de linha aplicada ao formalismo matematico na fisica geral.

2 Referencial Tedrico
2.1 Metodologia

A metodologia empregada no desenvolvimento deste artigo foi a tradicional na area de
pesquisa em matematica aplicada, em especial a fisica matematica. Ela consistiu em uma
primeira etapa no estudo de artigos e livros relacionados aos temas propostos, em especial
com aplicagbes ao Teorema do Trabalho-Energia, Cinética, problemas em termodindmica, o
Teorema de Stokes e Gauss para obtencédo das futuras Equacdes de Maxwell da forma integral
para a forma diferencial que sdo muito Uteis na teoria eletromagnética. A integral de linha de

B(t=b)
F ao longo de C, de A (t=a) ate B(t=b), que denominamos de J' f(x,y,z)ds é definida por
A(t=a)
(GONCALVES; FLEMMING, 2007, 435p),
B(t=b) n
) j ) f(x,y,2)ds = j F(xy,z)ds = Alrgrpo(g F(Qi)Arij (1),

quando o limite a direita existe.

A representacdo geométrica da integral de linha ao longo da curva C é uma curva

bem suave e integravel ao longo do caminho, ver figura 1 abaixo. A integral _[ F(x,y,2)ds
Cc
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também é denominada de integral do campo escalar de F com respeito ao comprimento de
arco C. Se a curva C consiste em um numero finito de arcos de curvas suaves C unidos em
pontos de angulos consecutivos, diz-se que C é parcialmente suave. Entdo, o valor de uma
integral de linha ao longo de caminho C se define como uma soma de seus valores ao longo
de seguimentos suaves e bem pequenos que pode ser descrito como uma soma de Riemann.

Figura 1 - Representacdo geométrica da integral de linha numa curva C.

Fonte: Autor

O conceito de integral de linha é sempre associado a um campo vetorial continuo,
ou seja, definido sobre uma curva bem suave C dada pela funcdo vetorial r(t), a<t<b,
entdo a integral de linha de F ao longo da curva suave de C é,

j F.dr= if(?(t))f'(t)dt @)
Lembrando que:

. E(r(t) = F(x(t), y(t)) , para campos vetoriais em[] ?;

. E(r(t) = F(x(t), y(t), z(t)) , para campos vetoriais em[] °.

Vamos considerar a integral de linha nas componentes x, y € z, em uma curva
bem suave C, é descrito por (GUIDORIZZI, 2001, 380p):

r(t) =x@t)i+y(t)j+z(t)k,a<t<b (3)
e suponha que a sua notacao é
F(X(t), y(1), 2(1)) = P(x(1), y(1), 2(£))i + Q(x(1), y (1), 2(1)) | + R(x(), y(t), 2(t)k (4)

Observe que podemos escrever a integral de linha do campo vetorial F como:

b b

Jf(x(t), y().2(t) = J (POx(®), y(B), Z®)X'(1) + Q(x(t), y(t), 2(1))y ') + R(x (1), y(t). () ') it (5)

a a
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O que sugere puramente a seguinte notagéo,

jE-dF:dex+Qdy+Rdz (6)
C C

2.2 A integral de linha associado ao teorema do trabalho-energia cinético
O conceito ligado a integral de linha de um campo vetorial corresponde sempre ao

trabalho realizado por uma forca (forca e deslocamento vetorial), sendo conduzido a definicdo
geral:

F = [ Pdx+Qdy =[ (Pi+QJ)- (dxi+dy]) = F -dr )
C C o
A equacdo (7) pode ser também escrita da seguinte forma,

jpdx+Qdy_j[F —Jdt— (F v)dt (8)

onde v = dth é 0 vetor velocidade da particula. Substituido aF por

F=ma 9)

— dv

F=m— 10
ot (10)

Usando agora a regra da cadeia,

dv _dv dx

—_—— 11
dt  dx dt ()

onde esta quantidade representa um deslocamento vetorial, substituindo este valor
na equagao, obtermos o seguinte:

dx -
ax _g 12
- (12)
Fopdvdx_ dve vav (13)
dx dt dx dx
:jmvﬂdx:m vdv:lmAv (14)
dx 2

Logo, ficaremos com (NUSSENZVEIG, 2013, 394p),
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\

b=v
F=W= J. i(lm\ﬂ]dt zimvz
2, a2 2

:Wz%mv—%mvi:K—KizAK (15)

VI
Generalizando, de forma direta a demonstracdo Teorema do Trabalho-Energia

Cinética.

3 Resultados e discussoes

3.1 Trabalho realizado por pistdo em Termodinadmica

Nesta seccdo, iremos explorar a aplicacdo da integral de linha no célculo do
trabalho realizado por um pistdo em pleno processo de combustdo, ilustrado na figura 2
abaixo.

Figura 2 - Motor com um pistdo com cilindro de combust&o.

Fonte: http://evoluciondelmotor123.blogspot.com/2014/10/motor-2-tiempos.html

O grafico da figura 3 mostra como P e V variam no sistema PV que a realiza um
processo isotérmico, no ciclo de um motor de um cilindro. Sejam P(t) e V(t), respectivamente,
a pressao e o volume, dentro de um cilindro no instante t, a <t <b onde é o tempo necessario
para um ciclo completo. A temperatura poderia expressar-se em funcdo do volume e da
pressdo, tendo um carater puramente mecanico. Mas tal ndo acontece.

Figura 3 - Sistema PV durante um ciclo.

/]P

T=Cte
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Fonte: Autor

A valvula, entdo, se abre, a temperatura e a pressdo diminuem e a energia
mecanica armazenada no volante impulsiona o pistdo para cima, empurrando 0s gases
formados no interior do cilindro, devido a combustdo, e fazendo com que eles sejam
eliminados pela vélvula, na fase da exaustdo. Esta se fecha e a valvula de entrada é aberta.
Assim, o ciclo se reinicia. O trabalho realizado pelo pistdo durante um ciclo é:

W = j Pdv (16)

Cc

Calculamos o trabalho realizado por um pistdo para que 0 mesmo se mova ha
equacdo (16). Neste caso, a forca que atua sobre o pistdo na equacao (16), onde A é a area do
topo do pistdo. Seja x(t) a distancia do pistdo até o topo do cilindro no instante t, entdo o
trabalho realizado pelo pistéo é:

F(V,P)=AP(t)i (17)

jE-dF (18)

onde C é dada por
r(t) = x()i,t e[a,b] (19)

Agora, vamos desenvolver a equacdo (17),
W= T F(r(t) -r(t)dt = i AP(t)x'(t)dt = i P(t) Ax'(t)dt (20)

O volume do cilindro no instante t é dado por

V (t) = Ax(t) (21)
Assim, podemos escrever como sendo:

V'(t) = AX'(t) (22)

Logo, o calculo do trabalho ¢ (HALLIDAY et al.,2013,324p),
b b

W = j P(t) Ax'(t)dt = j P(t)V '(t)dt = j PdV (23)
a a C

Logo, a equacdo (1) é valida para o célculo do trabalho realizado por um pistdo
em nivel termodindmico. Alem disso, utilizando o Teorema de Green, é possivel calcular o
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trabalho por meio da subtracéo das areas das regides D1 e D2 delimitadas pelas curvas C1 e C»
respectivamente, mostradas na figura 4, de fato: C = C, uC,, entdo:

jF dr _[F dr+_[F dr_—der+jF -dr (24)

_Cl

Figura 4 - Curvas indicando as areas 1 ( D1) e 2 ( D).

B

Fonte: Autor

Escrevendo agora a equagdo (25), e aplicando o Teorema de Green, obtemos
(SWOKOWSKI, 1995, 759p):

e noy - jj(a—'“-aﬂj (25)
F=F(,P)=APi (26)
[ Fodi= W(O) E - JJroa=-a, @)
jF dr—ﬂ(a(o) apjdA _UldA_ A, 28)

= [F-dr =—(-AD,)+(~AD,) = AD - AD, (29)

3.2 Aplicacgdes dos teoremas de Stokes e Gauss

Os teoremas de Stokes e Gauss possuem diversas aplicacfes em varios campos
cientificos. Vamos aqui rapidamente, apresentar 0s principais usos que consiste na passagem
da forma integral para a forma diferencial das equacdes de Maxwell. A notacdo diferencial €
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muito importante para o estudo do eletromagnetismo de modo mais avancado, sendo muito
utilizada neste ramo da fisica tedrica.
Lei de Gauss da Eletricidade

As equacOes de Maxwell sdo seguintes:

JE-fda=—q (30

Assumindo que o conjunto de cargas pode ser descrito como um conjunto
continuo de cargas com densidade p(r).

@E-ﬁda:gi [ p(Hav (31)

Usando o Teorema do Divergente ou de Gauss, teremos o seguinte (HYMAN;
SHASHKOV, 1997, p. 81-104):

IF-nda=[V-Fav (32)
S \Y

Isso transforma a integral de superficie da projecdo perpendicular do campo da
superficie na integral de volume do divergente em:

mE-ﬁda:jvEdv jﬁ-ﬁdvzijp(F)dv (33)
S \ \ 80 \
A equacdo de Gauss para o calculo do campo elétrico na forma diferencial fica o
2
seguinte, a constante de permissividade do vacuo vale, &, =8,85426-10 " NC 5
m
v.E-~ (34)

80
A lei de Gauss se refere sempre ao fluxo de cargas elétricas no interior de uma
superficie gaussiana e com alto teor de simetria.

Lei de Gauss da Eletricidade

A lei de Gauss no magnetismo estabelece que o fluxo de magnético total em
qualquer superficie fechada é sempre zero, isso implicam que ndo ha cargas magnéticas, ou
seja, monopdlos magnéticos ndo existem. Isto tem forte aplicacdo em teoria das cordas
cosmicas em teoria de campos em espagos curvos. Nao utilizamos aqui a Lei de Coulomb,
pelo o fator de ndo apresentar nenhuma simetria em relagéo a distribuicdo de cargas elétricas
distribuidas em condutores com alto grau de simetria.

gjﬁ-ﬁdazﬁ-ﬁdv @Djé-ﬁdézo:ﬁ-ézo (35)
S \Y S

Lei de Faraday
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E.dr=_9%
@E dr=-— (36)

Esta equacdo relaciona a forga eletromotriz € ou da f.e.m induzida em uma espira
com a variacao de taxa do fluxo magnético através nesta espira.

= [[B-nds (37)

S
entdo, utilizando o Teorema de Stokes (GARCIA,2007,97p) :

fIF-Tds= ijE nds (38)

C

O simbolo T denota um vetor tangente unitario a uma curva C bem suave no
espaco (REITZ et al.,1982, 516p).

jj(mﬁ).adg=_§ﬂ§.adg=_H%.adg:»”[wa%.adg:o:wE:_% 9)
S S S S

Podemos obter a equacdo de Maxwell a parti da Lei de Ampere na equacdo (39)

mg.d?:ﬂo(hﬂaa_f.adg] )

Sabe-se que a corrente elétrica | pode ser relacionada a de densidade de corrente
elétrica J pela equagéo:

i=| J-ndS (41)
S
Lembrando que, J é definido como a corrente vetorial que flui através de uma

unidade de area da secdo transversal perpendicular a direcdo da corrente elétrica. Finalmente,
aplicando o Teorema de Stokes, obtemos que:

§x§ ndS =[f|B-dr= qu+y00£ -ndS (42)
. ot

T-m - ” .
Note que, gy, =47r-10‘7T ¢ a permeabilidade magnética no vacuo. Como

todas as integrais sdo em relacionadas a uma superficie S, seus integrandos devem ser iguais.
Portanto, chegamos a deducédo final da equacdo de Maxwell na forma diferencial, escrita da
seguinte forma:

VB = 1,3+ ue, 28 (43)
ot
Na forma diferencial, apresentamos todas as equacOes de Maxwell (44), sdo

obtidas vias integrais de linhas. Estas equacOes descrevem fendmenos em regime
eletromagnéticos em baixa dimensionalidade (RAPETTI; ROUSSEAUX, 2014, p.92-106).
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VxE=-0,B
VxH=-0,D+J
VxD = p(r)
V-B=0

(44)

4 Conclusodes

Este trabalho teve como proposito oferecer, uma aplicagdo das integrais de linha em
diversas areas das ciéncias exatas e tecnoldgicas. O uso da integral de linha possibilitou a
obtencdo do Teorema do Trabalho-Energia Cinética, como também a realizacdo do trabalho
realizado por pistdo em combustdo no sistema PV em um processo isotérmico em
Termodindmica. O tratamento matematico das integrais de superficie, juntamente com o0s
Teoremas de Stokes e Gauss para obtencdo do campo elétrico associado nas Equacdes de

Maxwell favorece a compreensao da teoria eletromagnética.
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