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ANALISE NAO LINEAR DE TRELICAS COM A FORMULACAO
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FORMULATION OF FINITE ELEMENTS AND DIFFERENT STRAIN MEASURES
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Resumo: Trelicas quando submetidas a grandes carregamentos em seus nds apresentam nao
linearidade geométrica, que ocorre quando a relacao entre deslocamento e deformacdo nao é
mais linear. Em geral, na andlise ndo linear geométrica sao utilizadas trés tipos de descri¢cdes
cinemdticas - Lagrangiana total, Lagrangiana atualizada e Corrotacional. Neste artigo, €
utilizada a formulacdo Corrotacional de Elementos Finitos para a discretizacdo de trelicas
planas. Ha varias medidas de deformagao que podem ser utilizadas nessa formulacdo, dentre
elas as deformacdes de Engenharia, Green-Lagrange, Biot e Almansi. As trajetrias de
equilibrio de problemas de trelicas sdo obtidas para essas medidas de deformagado. O sistema
de equacdes nao lineares € solucionado pelo procedimento incremental e iterativo de Newton-
Raphson padrio associado a técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear. A
formulacdo corrotacional (vetor de forgas internas e a matriz de rigidez) e o pseudocddigo do
algoritmo sdo apresentados. As simulagdes sdo realizadas com o software livre Scilab. Os
resultados numéricos mostram que no caso de deformagdes finitas a resposta da estrutura
pode diferir em funcdo da medida de deformacdo adotada na formulacdo de Elementos
Finitos.

Palavras-chaves: Trelica plana, Andlise ndo linear, Comprimento de Arco, Medidas de
Deformacao.

Abstract: Trusses when subjected to large loads in their nodes present geometric non-
linearity, which occurs when the relation between displacement and strain are no longer
linear. In general, in geometric nonlinear analysis three types of kinematic descriptions are
used - Total Lagrangian, Updated Lagrangian and Co-rotational. In this paper, the Co-
rotational Finite Element formulation is used for the discretization of plane trusses. There are
several strain measures that can be used in this formulation, among them the strains of
Engineering, Green-Lagrange, Biot and Almansi. The equilibrium paths of truss problems are
obtained for these strain measures. The co-rotational formulation (internal forces vector and
the stiffness matrix) and the pseudo-code of the algorithm are presented. The simulations are
carry out with the free software Scilab. The numerical results show that in the case of finite
deformations, the structure response may differ depending on the strain measure adopted in
the Finite Element formulation.
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1 Introducao

Atualmente tem se buscado estruturas mais leves e esbeltas, resultando em estruturas
com um maior grau de complexidade. Em muitos desses casos, a teoria da elasticidade linear
ndo representa corretamente o comportamento dessas estruturas, sendo necessario utilizar uma
andlise ndo linear, a qual mais se aproxima do comportamento real da estrutura. Os dois
principais tipos de ndo linearidade sdo a fisica e a geométrica. A nao linearidade geométrica
ocorre quando o sistema sofre grandes deslocamentos ou deformagdes, e a configuracdo
inicial do elemento ndo pode mais ser utilizada nas equacdes de equilibrio, causando perda de
linearidade nas relacdes de deslocamento e deformagdo. A ndo linearidade fisica ocorre
quando as leis constitutivas dos materiais ndo sdo mais lineares (LACERDA; MACIEL;
SCUDELARLI, 2013).

Trelicas quando sdo submetidas a grandes cargas em seus nds apresentam ndo
linearidade geométrica. A principal maneira de estudar o comportamento dessas estruturas € a
partir da trajetoria de equilibrio do elemento, que consiste em uma curva de carga por
deslocamento em um ponto da estrutura. As trajetérias de equilibrio possuem pontos limites
ou criticos, dentre esses pontos destacam-se os pontos limites de carga e deslocamento e o
ponto de bifurcacdo (MATIAS et al., 2002). Nos pontos criticos, a estrutura se torna instavel
e, devido a isso, esses pontos devem ser determinados. A Figura 1 mostra os principais pontos
criticos de uma trajetoria de equilibrio. Nessa figura, o ponto (L) representa ponto limite de
forca, (B) representa ponto de bifurcagdo, (V) representa ponto limite de deslocamento e (F)
representa ponto de falha (LACERDA, 2014).
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Figura 1. Trajetérias de equilibrio com pontos limites: (a) Snap-through; (b) Snap-back; e (c)
Bifurcacio
Fonte: Lacerda (2014)

Quando se atinge um ponto de limite na trajetoria de equilibrio, a estrutura se torna
instivel e ocorre um salto repentino entre dois pontos limites. Na Figura 1, a curva (a) mostra
o fendmeno snap-through, que representa um ponto limite em relac@o a carga, enquanto que a
curva (b) representa o snap-back, que € um ponto limite em relacdo ao deslocamento. A curva
(c) representa um ponto de bifurcacao.

A solugdo do problema estrutural ndo linear por meio do Método dos Elementos
Finitos (MEF) envolve a resolu¢do de um sistema de equagdes ndo lineares. A solugdo
consiste em determinar a condi¢do de equilibrio de uma estrutura que esta sob acdo de cargas
aplicadas, e essa condicdo € expressada matematicamente pelo seguinte sistema
(MAXIMIANO; SILVA; SILVEIRA, 2014):

g(u, }\') = }\'FI‘ - Fint(u) = Or (1)
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na qual g representa o vetor de forcas desequilibradas, F, representa o vetor de forcas
externas, Fiy representa o vetor de forgas internas, que € fun¢do dos deslocamentos nodais (u)
da estrutura, e A representa o parametro de carga. Um dos métodos numéricos mais utilizados
para a solucdo desse sistema ¢ o método de Newton-Raphson (NR). A partir desse método é
possivel obter a trajetéria de equilibrio, e cada ponto sobre a trajetoria representa uma
condic¢do de equilibrio da estrutura.

Ao se utilizar o procedimento iterativo e incremental de Newton-Raphson na forma
tradicional, o parametro de carga A é mantido constante, e na determinacdo da trajetéria de
equilibrio ocorrerdo problemas de convergéncia entre os pontos criticos, ndo sendo possivel
tracar os saltos que ocorrem entre os mesmos. Técnicas de continuacdo associadas ao método
NR sdo utilizadas na determinagdo da trajetéria completa de equilibrio, sendo que essas
técnicas permitem a variacdo do parametro de carga A a cada iteragdo.

H4 uma grande quantidade de técnicas de continuagdo que podem ser combinadas
com o método de NR para solucdo de problemas ndo lineares de estruturas, podendo-se
destacar: Deslocamento Constante (BATOZ; DHATT, 1979), Trabalho Externo Constante
(POWELL; SIMONS, 1981), Comprimento de Arco (RIKS, 1972; RIKS, 1979; RAMM,
1981; CRISFIELD, 1981); Norma Minima dos Deslocamentos Residuais (CHAN, 1988),
Norma Minima das Forcas Desequilibradas (BERGAN et al., 1978), Residuo Ortogonal
(KRENK; HEDEDAL, 1995) e Controle de Deslocamento Generalizado (YANG; KUO,
1994).

Em uma anélise ndo linear geométrica por meio do Método dos Elementos Finitos
(MEF), usualmente sao utilizados trés tipos de descri¢des cineméticas para sua formulagdo: a
descricdo Lagrangiana Total (LT); a descricio Lagrangiana Atualizada (LA); e a descrig¢ao
corrotacional (CR).

Na descricao LT, o MEF é determinado a partir da configuragdo inicial ou
indeformada do elemento. Na descri¢ao LA, o MEF € formulado a partir da dltima condi¢ao
de equilibrio atingida, ou seja, a configuracdo de referéncia € atualizada a cada incremento.
Para trelicas com pequenas deformagdes, os resultados obtidos com a descri¢cdo LT e LA sa@o
idénticos.

A formulacgao corrotacional (CR) € feita separando os movimentos de corpo rigido
(translacOes e rotacdes) e os movimentos deformacionais da estrutura, logo, a descricdo CR é
definida em relacdo a dois sistemas, uma configuracdo que permanece fixa ao longo do
processo e determina os deslocamentos de corpo rigido, e outra configuragdo que determina
os deslocamentos deformacionais (MENIN, 2006; BORST et al., 2012).

Na formulacdo do MEF, podem ser utilizadas diferentes medidas de deformacao.
Dentre as medidas de deformacdo, destacam-se a de Engenharia, Green-Lagrange, Biot e
Almansi. As medidas de deformag¢do de Engenharia e de Green-Lagrange sdo descritas em
coordenadas materiais, e as medidas de deformacdo de Biot e de Almansi sdo descritas em
coordenadas espaciais (CRISFIELD, 1981).

A deformacdo de Engenharia (eg) € calculada pela equacao (BONET; WOOD,
2008):

AL

=L_0'

2)

€E

na qual AL = L - Ly é o alongamento, L € o comprimento deformado da barra e Ly é o
comprimento indeformado (comprimento inicial) da barra. A deformacgdo de Green-Lagrange
(eg) € calculada conforme a Equacdo (3). Esse tipo de deformacdo pode ser utilizado em
estruturas com grandes deslocamentos e pequenas deformagdes (LACERDA, 2014).
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Lok 3)
&g — 2]_% .

A deformagdo de Almansi (e4) é calculada de maneira similar a deformacado de
Green-Lagrange, enquanto que esta é determinada em relacdo a configuracdo indeformada, e
aquela é determinada em relacdo a configuracao deformada. A expressdo para a deformacgado
de Almansi é dada por (BONET; WOOD, 2008):

12 -1
e = @)

A deformacgdo de Biot (eg) € calculada pela seguinte expressao (MENIN; SILVA,
2003):

AL
EB = T (5)

O emprego de distintas medidas de deformacdo na formulacao de Elementos Finitos
para a analise de estabilidade de trelicas foi objeto de estudo de diversos pesquisadores. A
deformacdo de Engenharia, por exemplo, foi utilizada na formulacdo apresentada por Greco e
Ventuni (2006) e Yaw (2009), e a deformacdo de Green-Lagrange foi utilizada por
Koohestani (2013).

Também, as medidas de deformacdo foram comparadas em andlises nio lineares
geométricas de trelicas planas e espaciais. Utilizando o Método Posicional de Elementos
Finitos (LACERDA; MACIEL; SCUDELARI, 2013; LACERDA, 2014) e o Método
Corrotacional de Elementos Finitos (MENIN; SILVA, 2003; MENIN, 2006), foi observado
que a resposta de uma estrutura em regime de deformacdes finitas pode diferir em funcdo da
deformacio adotada na formulagio.

Paula e Proenca (2000) utilizaram a descri¢do cinemética Lagrangeana Total para a
andlise nao linear de trelicas planas comparando as deformacgdes de Engenharia e de Green-
Langrange, e concluiram que um estudo coerente deve procurar relacionar de forma
consistente as medidas de deformacao e de tensao, que deverdo ser conjugadas.

Tolentino e Souza (2019), por meio de andlise linear com a formulag¢do Posicional de
Elementos Finitos e com o programa Ftool, compararam diferentes medidas de deformagao a
partir de uma barra carregada axialmente a tracdo. Esses autores mostraram que, para
pequenas intensidades de carga, a diferenca dos alongamentos na barra é pequena
independentemente da deformacdo adotada, contudo, com o aumento do carregamento os
resultados numéricos diferiram de maneira consideravel.

Neste artigo é apresentado um modelo numérico-computacional para analise ndo
linear geométrica de treligas planas, por meio da formulacdo Corrotacional de Elementos
Finitos, utilizando as medidas de deformacdo de Engenharia, Green-Lagrange, Biot e
Almansi. O vetor de forcas internas e a matriz de rigidez para o elemento de trelica plana em
funcdo de cada deformacgdo sdo apresentados. O sistema de equagdes ndo lineares que
descreve o problema estrutural é solucionado pelo procedimento incremental e iterativo de
Newton-Raphson padrdao associado a técnica de Comprimento de Arco Linear, € o
pseudocddigo do algoritmo € apresentado.

As simulagdes sdo realizadas com o software livre Scilab, versdo 6.1.0 (SCILAB,
2020). As trajetdrias de equilibrio de estruturas encontradas na literatura sao obtidas. Os
resultados numéricos mostram que para deformacgdes infinitesimais a resposta da estrutura
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coincide independentemente da medida de deformacao utilizada na formulacao, entretanto, no
caso de deformacoes finitas a resposta pode diferir.

2 Formulacao corrotacional de Elementos Finitos para as diferentes medidas de
deformacao

A formulagdo corrotacional de Elementos Finitos para trelicas planas utilizando as
deformacdes de Engenharia, Green-Lagrange, Biot e Almansi € apresentada nesta secdo. A
matriz de rigidez elementar (Kge) é¢ dada por (MENIN, 2006; YAW, 2009):

Kele = RT(KM + K¢)R, (6)
na qual Ky é a matriz de rigidez material do elemento finito, K¢ € matriz de rigidez

geométrica e R € a matriz de transformacgdo de coordenadas locais para globais, que é dada
por:

c s 0 0
_|l-s ¢ 0 O

R - 0 0 C S D) (7)
0 0 —-s c

na qual ¢ denota cos(0) e s sen(8), sendo B o angulo de rotacdo do elemento de trelica com
relacdo ao sistema de coordenadas globais.

2.1 Formulagdo corrotacional de Elementos Finitos utilizando a deforma¢do de Engenharia

A Matriz de rigidez material (Ky) para trelicas utilizando a deformacao de Engenharia
¢ dada por:

Ky = —B. (8)

A Matriz de rigidez geométrica (K¢) € dada por:
KG = EAEEC, (9)

na qual A representa a area da secdo transversal, E o mddulo de elasticidade longitudinal e Lo
o comprimento inicial da barra. As matrizes B e C sdo determinadas por, respectivamente:

1 0 -1 0
o o o0 o
B=123 0 1 of (10)
0. 0 0.0
_1112 —I2
-1z IZ], (11)

em que I, € a matriz identidade de ordem 2 e L. € comprimento deformado da barra. O vetor
de forca elementar interna (Feem) do elemento € dado pela seguinte expressao:

Felem = EAggr, (12)
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em que r € um vetor dado por:
r=[-c —s c¢ s].. (13)

2.2 Formulagdo corrotacional de Elementos Finitos utilizando a deformagdo de Green-
Lagrange

Considerando a deformac¢do de Green-Lagrange (gg), as matrizes de rigidez material e
geométrica assumem a seguinte forma, respectivamente:

o _EA(3IZ 1\ i
M — LO 2L02 2 ]
EASGL
G = C (15)
Lo

O vetor de for¢a interna elementar é dado por:
EASGL
Felem = L r. (16)
0

2.3 Formulagio corrotacional de Elementos Finitos utilizando a deformacao de Biot

Considerando a deformacgdo de Biot (gg), as matrizes de rigidez material e geométrica
sdo determinadas pelas seguintes expressoes, respectivamente:

EA (3Ly,* 2L,
Kw=1\T2 "1 )% (an
EAgglL
K¢ = LB °c (18)

O vetor de for¢a interna elementar é dado por:

EAerL
i o N (19)

elem L

2.4 Formulagio corrotacional de Elementos Finitos utilizando a deformacao de Almansi

Considerando a deformacdo de Almansi (ea), as matrizes de rigidez material e
geométrica sdo dadas pelas seguintes equacdes, respectivamente:

EA (5Ly,* 3L,°
=— — 20
Kvm=7 (ZL4 o1z ) B 0
EAgpLy”
=" ¢ -

O vetor de for¢a interna elementar é dado por:
EAgaLy”
=————-oTr.

l:"elem - 12 (22)
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3 Método de Newton-Raphson associado a técnica de continuacio do Comprimento de
Arco Linear

Aplicando o esquema iterativo de Newton-Raphson ao sistema na Equagdo (1), chega-
se a seguinte expressdao (BATHE, 1996; SOUZA et al., 2018):

K& Dgyu® = gl = 3®F — F, & (23)

ag . .. . . . .
em que K = ﬁ ¢ a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural (matriz Jacobiana) e

du® & o subincremento de deslocamentos. O superindice (k-1) indica a iterac@o anterior e (k)
indica a iteracdo corrente. Os pardmetros totais de forca (A) e do vetor de deslocamentos
nodais (u) no passo de forca t+At e iteracdo k sdo atualizados por, respectivamente:

AR = k=1 4 5300, (24)
u® = gk 4 gu®, (25)

Com a combinagcdo das Equagdes (23) e (24), chega-se a expressdo para du®
(CRISFIELD, 1991):

su® = sul® + 5. sul, (26)

na qual SA® é o subincremento do parimetro de forca que deve ser avaliado ao longo do

ciclo iterativo, e Gug(k) e Gur(k) sdo obtidos, respectivamente, por:
-1
8ug<) — [K(k—l)] g(k_l), (27)
-1
sul = [K&-D]'F,. (28)

Os parametros incrementais do parametro de forca (AA) e do vetor de deslocamentos
nodais (Au) no passo de forca t+At e iteragdo k sdo avaliados por, respectivamente:

A = ApK=D) 4 s ) (29)
Au® = Au&=D 4 §u®, (30)

A técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear foi proposta por Riks (1972,
1979), e consiste em manter a trajetoria de iteracdo sempre ortogonal a dire¢do tangente
inicial em cada passo. A expressdo para o incremento inicial do pardmetro de forca (solugdo
predita) é dada por:

Al
MO = — 31
5w 1)

na qual Al representa o incremento de comprimento de arco. Esse incremento pode ser
utilizado como um parametro de controle no passo de for¢ca corrente de acordo com a
expressao:
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0,5
Nd\"
Al = AI® <Tk> , (32)

em que A1 é o incremento de comprimento de arco no passo de for¢a inicial, Nd € o nimero
de iteracdes desejadas para a convergéncia do processo iterativo corrente, e 'k é o nimero de
iteracdes que foi necessario para convergir no passo de forca anterior.

No processo iterativo subsequente, a equacdo de restricio usada para calcular SA® ¢
obtida fazendo com que a solugdo iterativa (3u') seja ortogonal 4 solugdo incremental predita
(Au(o)):

su® Au© = . (33)

Com a substituicdo da Equagdo (26) na Equacdo (33), obtém-se a equagdo para a
determinacao da corre¢do do subincremento de forca (k > 1):

b= 7 e (34)

O sinal do incremento de carga pode ser positivo ou negativo, e a determinacao desse
sinal é de vital importincia para que a trajetoria de equilibrio seja tragada corretamente. O
sinal é determinado a partir do produto interno entre o incremento de deslocamento obtido no
passo de carga anterior e o subincremento de deslocamento inicial do passo de carga corrente:

‘AuTsu® < 0. (35)

Se a desigualdade for verdadeira em (35), AA(®) « —AA(®), O critério de convergéncia
adotado para cada passo de carga € expresso pela norma da forca residual e da forga total
aplicada:

ligll < tol ||F|| (36)
na qual ||-|| é a norma Euclidiana e tol é a tolerancia fornecida pelo usuario.
3.1 Implementacao do cédigo computacional

O programa de elementos finitos para trelicas com ndo linearidade geométrica foi
implementado no software livre Scilab (SCILAB, 2020). O programa ¢é composto,
basicamente, por trés partes, que sdo: entrada de dados (pré-processamento); processamento; €
saida de dados (p6s-processamento).

No codigo computacional implementado, sd@o necessarios os seguintes dados de
entrada para o funcionamento adequado do programa:

* Numero total de nos;

* Numero total de elementos;

* Numero total de graus de liberdade;

* Numero total de graus de liberdade restritos, ou seja, a imposi¢do das
condicdes de contorno;

¢ (Coordenadas nodais;
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* Incidéncia de cada barra, ou seja, 0os nos que formam cada barra;

* Propriedades fisicas e geométrica das barras (E, A);

* Tipo do elemento;

* Definicao da tolerincia (tol) para o critério de convergéncia;

* Defini¢cdo do comprimento de arco inicial (A1?;

* Numero de iteragdes desejadas (Nd) e o nimero maximo de iteracdes por
passo de carga (kmsx); esses sdo elementos que controlam a estratégia da
solucdo incremental adotada;

e (Carga incremental AP; e

e Definicdo do vetor de forca externa de referéncia (F,).

O processamento do programa corresponde a andlise do problema apds a inser¢ao dos
dados de entrada. O pos-processamento corresponde aos resultados obtidos pelo programa
ap6s a andlise do problema. Neste codigo, a saida de dados corresponde a obtencdo das
trajetorias de equilibrio por meio do par ordenado (u, A) obtido a cada passo de carga e
armazenado num vetor, € os nudmeros totais de passos de carga (NP) e de iteracdes
acumuladas até a convergéncia para a solucdo (kia1), dada uma tolerancia tol. O tempo de
processamento em segundos pode ser obtido pelos comandos no Scilab fic (inicia o
crondmetro) e foc (1€ o crondmetro em segundos).

Na Figura 2 € apresentado o pseudocddigo do algoritmo implementado no software
Scilab referente ao método de Newton—Raphson padrao associado a técnica de continuacdo do
Comprimento de Arco Linear. Este cddigo também foi apresentado em Souza et al. (2017).

Entrada: AI”, Kmax. Nd. tol. AP. Dy 14.  Bu « Sug + 5 du;

Saida: u. A, NP. Kot 15. Au <« Au+&u

. u< 0. Au+0.2 <0 kg« 0 16. Al < AL+8L

2. ParaNP <« l... g 17. g« (n+AL) F; - Fig(utAu)
3. 8u < [KW]'F, 18.  Se|ig|| < tol |[Fy|

4. A% AV Su,l| 19. Terminar a execucio do Para
5. SeAu' du;<0 20.  Fim-Se

6 A% - 21.  Calcular K(u+Au)

7.  Fim-Se 22, 8u,« [KW]'F,

8. Au” « A% Suy 23. Fim-Para

9.  Au<«Au?” 24, u<u+Au

10. g« (A1) F, - Fin(u+Au) 25. A< i +AL

11. Parak <« 1.... Kpmi 26. Al « AIPWNdK)™

12. dug < [K(ll)]hl g 27 Krotal = Kiotas T K

13. 8k < -(Au®" sug)/(Au”" su,) 28. Fim-Para

Figura 2. Pseudocodigo: procedimento incremental-iterativo para o Método de Newton-
Raphson associado a técnica Comprimento de Arco Linear.
Fonte: adaptado de Lacerda (2014).

4 Resultados e discussoes

Nesta secdo serdo mostradas as trajetorias de equilibrio de quatro problemas de
trelicas planas encontrados na literatura considerando a nao linearidade geométrica, e
utilizando diferentes medidas de deformacdo. Nos exemplos numéricos, o peso proprio das
estruturas € desprezado nas analises.
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4.1 Estrutura com uma barra biarticulada

Menin (2006) em seu trabalho determinou trajetérias de equilibrio de trelicas
utilizando diferentes medidas de deformacao. Para valida¢dao do c6digo computacional, neste
primeiro exemplo, os resultados obtidos por esse autor sio comparados com os obtidos pelo
programa implementado.

Seja a estrutura com apenas uma barra e dois nds, como mostrado na Figura 3. O
valor considerado da rigidez axial adimensional € EA = 5,0 x 107, Os valores de X e Y sdo
2500 e 2500, respectivamente. A trelica tem apenas um grau de liberdade na dire¢do do eixo
y. As trajetérias de equilibrio (curvas deslocamento vertical versus carga P) no ponto de
aplicacdo da for¢a utilizando as deformacdes de Engenharia, Almansi, Biot e Green -
Lagrange estdao apresentadas na Figura 4. Observa-se que as trajetorias possuem dois pontos
limites de for¢a (a tangente nesses pontos € paralela ao eixo dos deslocamentos). Os valores
dos parametros de entrada considerados para o método de solugao sao: AV = 110; kpax = 150;
Nd = 5; tolerancia tol = 1,0 x 10'8; e incremento de carga AP = 1,0.

Os resultados obtidos ficaram bastante proximos aos obtidos por Menin (2006),
validando, assim, o cddigo computacional implementado no software Scilab. Verifica-se na
Figura 4 que ao se utilizar diferentes medidas de deformacdo as trajetorias possuem
diferencas, sendo que considerando a deformacdo de Almansi na anélise € necessaria uma
maior for¢a aplicada para causar um mesmo deslocamento, se comparada as demais medidas
de deformacao.

ke,

X

[ g

A A

Figura 3. Modelo da estrutura com uma barra biarticulada
Fonte: Menin (2006)
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4.2 Estrutura com trés barras biarticuladas

Considere o sistema estrutural com trés barras biarticuladas sujeita a uma forca P no
né 4, conforme € ilustrado na Figura 5. Este problema foi adaptado de Vasios (2015).
Considera-se a rigidez axial adimensional das barras EA = 1,0 X 10°. Essa estrutura tem trés
graus de liberdade. Os valores dos parametros de entrada considerados para o método de
solucdo sdo: Al” = 50; kmax = 150; Nd = 5; tolerancia tol = 1,0 x 10®; ¢ AP = 1,0. As
trajetorias de equilibrio (curvas deslocamento vertical no n6 4 versus forca P) para as quatro
medidas de deformacao sao mostradas na Figura 6.
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Figura 5. Modelo da estrutura com trés barras biarticuladas
Fonte: Adaptada de Vasios (2015)
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Figura 6. Trajetorias de equilibrio para a estrutura com trés barras biarticuladas
Fonte: Proprios autores (2020)

Vé-se nas trajetdrias da Figura 6, que ha trechos em que a resposta da estrutura foi
semelhante para todas as medidas de deformacgao; no entanto, houve discrepancias nas regides
proximas aos pontos limites. Como no exemplo anterior, a estrutura ficou mais rigida quando
se considera na formulacio a deformacao de Almansi.
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4.3 Trelica plana com sete nos

Seja a trelica plana com dez barras, cuja geometria e o carregamento sao
apresentados na Figura 7. As barras t€m moddulo de elasticidade E = 50 GPa e area da secdo
transversal A = 1,0 x 10™ m?2. Essa estrutura foi estudada por Wriggers, Wagner e Miche
(1988).

L lm l Im 1

Figura 7. Modelo estrutural da trelica plana com 7 nés
Fonte: Wriggers, Wagner e Miehe (1998)

Na Figura 8 sdo apresentas as trajetdrias de equilibrio da estrutura (curvas
deslocamento vertical no n6 3 versus forca P) obtidas com as quatro medidas de deformacgao,
havendo boa concordancia com os resultados obtidos por Wriggers, Wagner e Miehe (1988).
Nessa figura, observa-se que as trajetérias sao bem semelhantes para todas as medidas de
deformacdo e ha dois pontos limites de forca. Os parametros considerados nas simulagdes
s30: A1V = 0,01; kungx = 150; Nd = 5; tol = 1,0 x 10%; e AP = 100 N.
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Figura 8. Trajetorias de equilibrio para a treli¢a plana com 7 nés
Fonte: Proprios autores (2020)

4.4 Viga trelicada plana em balango com 42 nds

Este exemplo foi retirado do trabalho de Yaw (2009), e consiste de uma viga
trelicada plana em balango com 42 n6s e 81 elementos sujeita a uma for¢a na sua extremidade
livre, conforme o modelo estrutural mostrado na Figura 9. A trelica tem comprimento total
inicial Lo = 10 in e altura 0,5 in. Para as barras da treliga, foi considerada a rigidez axial EA =
2,9 x 10* ksi. Na Figura 10 sdo apresentadas as trajetérias de equilibrio (curvas deslocamento
vertical no n6 21 versus forca P) com as medidas de deformacdo e pontos de equilibrio
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obtidos por Yaw (2009). Os pardmetros considerados nas simulacdes sdo: Al = 2,0; kg, =
150; Nd = 3; tol = 1,0 x 10™; e AP = 1,0 kip.

)
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Figura 9. Modelo estrutural da viga trelicada
Fonte: adaptada de Yaw (2009)
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Figura 10. Trajetérias de equilibrio da viga trelicada
Fonte: Préprios autores (2020)

Observa-se, na Figura 10, que as trajetérias referentes as deformagdes tém
comportamento semelhante para niveis iniciais de carregamento. No entanto, a medida que a
intensidade da carga aumenta, as trajetorias com as medidas de deformacdo de Almansi e Biot
diferem das demais medidas.

4.5 Analise dos resultados numéricos

A partir das trajetérias de equilibrio para as estrutura analisadas, observa-se que
todas apresentaram comportamento semelhante para os niveis inicias de carregamento.
Quando as deformagdes sdo infinitesimais, as configuracdes inicial e atual da estrutura se
confundem e, portanto, a resposta de uma estrutura coincide independentemente do tipo de
deformacao que se utilize. Nesse caso, L = Ly e as medidas de deformagdo convergem para a
defini¢dao de pequena deformaciao AL/L (BONET; WOOD, 2008). Utilizando uma anélise de
série de Taylor, tem-se, por exemplo, para a deformacdo de Almansi:

(L + AL)? — L2 12 4+ 2LAL + ALZ - 1> AL
eall ~ Lo) = ————= — == 06

uma vez que foi desprezado o termo de ordem maior (AL* = 0). Ficou evidente que, no caso
de deformacdes finitas, a resposta da estrutura pode diferir com a escolha da medida de
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deformacado, como observado nas trajetdrias das Figuras 4, 6 e 10. Em adi¢do, nessas figuras,
vé-se que os caminhos de equilibrio com as deformacdo de Green-Lagrange e de Engenharia
tendem a ficarem mais proximas, havendo maior discrepancia com as deformacdes de
Almansi e Biot. Segundo Menin e Silva (2003), para se obter unicidade na resposta com as
medidas, seria necessario fazer uso de transformacgdes tensoriais que fazem o mapeamento do
tensor constitutivo entre as configuracoes inicial e atual.

O método de solucdo de Newton-Raphson padrdo associado a estratégia de
Comprimento de Arco Linear conseguiu descrever o comportamento das estruturas cujos
caminhos de equilibrio t€m pontos limites de forca e/ou deslocamento (Figuras 4, 6 e 8). O
dispositivo para a verificacio da mudanca do sinal do incremento de carga inicial na
passagem por pontos limites (linhas 5 a 7 do algoritmo na Figura 2) € de ficil implementagdo
computacional e apresentou resultados precisos em todos os exemplos estudados. H4 outros
critérios para a verificagdo desse sinal, como por exemplo, o parametro de rigidez CST -
Current Stiffness Parameter (BERGAN, 1980), o sinal do determinante da matriz de rigidez
(CRISFIELD, 1991), o parimetro de rigidez GSP - Generalized Stiffness Parameter (Y ANG;
KUO, 1994), entre outros.

Existem dois sistemas de equacgdes lineares a serem solucionados na iteragdo do
procedimento incremental (linhas 12 e 22 do algoritmo na Figura 2). O célculo explicito de

[K(u(k))]_1 pode ser evitado, resolvendo-se o sistema via decomposi¢do (por exemplo,
fatoracdo LU), visto que uma tnica fatora¢do no inicio da itera¢do € necesséria.

A matriz de rigidez gerada do Método de Elementos Finitos costuma ser esparsa e do
tipo banda (os elementos ndo nulos aparecem na diagonal principal e nas diagonais paralelas).
As matrizes grandes exigem um grande espaco de armazenamento e, mesmo se houver
computadores com a maior capacidade de memoria atualmente, normalmente nao € suficiente
para armazenar a matriz quadrada. Para tornar o armazenamento da matriz e as operagdes
menos onerosas em termos computacionais, pode-se usar técnicas baseadas no
armazenamento de valores diferentes de zero, como CSC (Compressed Sparse Column) e
CSR (Compressed Sparse Row) (ANTUNES FILHO; XAVIER, 2015). No Scilab, tem a
funcdo sparse, que armazena os elementos nao nulos da matriz original, desprezando os
elementos iguais a zero.

5 Conclusoes

Foi implementado um programa com a formulacdo corrotacional de Elementos
Finitos para anélise estatica de trelicas planas com ndo linearidade geométrica utilizando
quatro medidas de deformacdo - Engenharia, Green-Lagrange, Biot e Almansi. A solu¢do do
problema nao linear foi obtida por meio do procedimento incremental e iterativo de Newton-
Raphson padrdo associado a técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear. O
programa desenvolvido no software Scilab mostrou-se eficiente, visto que conseguiu tracar as
trajetorias completas de equilibrio das estruturas analisadas.

Observou-se nos exemplos numéricos a partir das trajetérias de equilibrio, que a
resposta da estrutura pode diferir completamente de acordo com a medida de deformacgao
considerada na anélise. Portanto, a possibilidade de se prever na formulacdo de Elementos
Finitos medidas de deformagdo distintas contribui para a concep¢ao de projetos de estruturas
com comportamento mecanico mais realistas, e com a predi¢ao de relacdes constitutivas de
materiais mais proxima do obervado em ensaios de laboratorio.
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