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UMA FORMULA DO FLUXO PARA SUPERFICIES COMPACTAS DE
CURVATURA MEDIA CONSTANTE EM R3
COM BORDO PLANAR

Ricardo Sa Earp*

RESUMO. Aprescntamos uma formula do fluxo para superficie de curvatura
média constanic ecm R7 que tem sido usada em recenles (rabalhos na dren,
aplicando-a numa caracterizagio do hemisfério. '

Palavras-chave; Curvatura Média, Ponto Umbilical, Superficie.

ABSTRACT. A FLUX FORMULA FOR CONSTANT MEAN CURVATURE
SURFACES IN R’ WITH PLANAR BOUNDARY. In this paper we presen! a
flux formula for constant mean curvalure surfaces in RS giving a
characterization of (he spherical cap.

Key words: Mean Curvature, Umbilical Points, Surfaces. .

INTRODUCAQ

A Fémula do Fluxo apresentada nas proximas linhas, estd calcada na
nogio do vefor curvainra média H que passamos a definir em seguida:

Scja M < R’ uma superficie diferenciavel (de classe C°) imersa em &3
-cuja estrutura geométrica € naturalmente induzida pelo produto interno
usual <, > de R%. Seja p e M e seja N um campo normal definido em uma
vizinhanga U € M que contém p. Sejam ky(p) < kp(p) as curvaturas
principais de M em p relativas a N (confira no apéndice 1),

Definimos:

/c,(p>+/c2<p)]N o

(p) = [B40

* Departamento de Matemalica, Pontificia Universidade Catdlica, Rua Marqués de Sao
Vicente, 225, 22453, Rio de Janeiro-Rio de Janeiro, Brasil.
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Observamos que o vetor curvatura média /7 pode ser mais geralmente
definida sobre uma hipersuperficie A" < R ¢ possui o seguinte significado
geométrico: Aponia no sentido que jaz decrescer a drea. Isto sepue da
formula de variagio da area (c.f: [6], [7], [10]). Por exemplo, quando
M c R® ¢ conexa, mergulhada, fechada (compacta ¢ sem bordo) e de
curvatura média nfio nula, / aponta (através de M) para a componentc
limitada de 72 delimitada por A (“interior de A"). Além disto, quando
M < R, seguc diretamente de (1) que Haponta no sentido que A4 "se curva',
Quando a drea de uma superficie ¢ menor que qualquer area de uma superficic
proxima, que possui o mesino contorno, entdo esta superficie ¢ minima (H =
0). Dizemos que M < R’ & uma superficie de curvaiura média constanic H
(abreviamos C.M.C), se a norma do vetor curvatura média \H] & constante ¢
igual a H sobre M. Exemplos de superficie de curvatura média constante niio
nula sio as esferas ¢ os cilindros, Tais superficies surgem naturalmente do
problema de se procurar uma superficie menor.drea cujo contomo ou
fronteira & dado, ¢ que engloba certo volume determinado: As superficies
minimas (F = 0) correspondem ao modelo fisico de se formarem bothas de
sabdo com pressdo igual nos dois lados da pelicula. Enquanto as
superficies de C.M.C. (H nido nula), sdo realizadas fisicamente exercendo-
se uma diferenga de pressdo constante nos dois lados da pelicula. Isto tem
sido feito na pratica, em toda parte, pelas criangas no ato de "soprar
criando uma bolha de sabdio". Este ato lidico de  (soprar) nos faz
visualizar intuitivamente gue dado wm conlorno (curva) suave qualquer
no plano exisie uma grdfico de CMCH (possivelmente “pequena,
porém ndo nula), leia-se pelicula de sabdo, cuja fronteira consisie no
dado contorno (c.f.: {10}, [12]).

Variantes de formulas do fluxo tém sido aplicadas no estudo atual das
“superficies mergulhadas de curvatura média constante. As recentes
descobertas de Kapouleas de superficies completas de C.M.C. em R}
exibem certo "equilibrio” detectado pela chamada "balancing formula”
(cf. [4], [13], [14]) baseada no principio do maxino (c.f [12], [L7])
tem-se mostrado habil instrumento de pesquisas de propriedades
estruturais de superficies de C.M.C, em RS (c.£:[2], [4], [14]). Diga-se de
passagem que tal principio reside na estrutura cliptica revelada por tais
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superficies (c.f: {7], [12])1. Cumpre notar que a formula do fluxo para
superficies minimas foi elegantemente aplicada em [11] para reproduzir uma
bem conhecida caracterizagio do catendide (como superficie minima nilo
planar de revolugiio). Apresentamos aqui uma [Fdrmula do Fluxo para
superficies compactas de CM.C. imersas em RS com bordo planar,
consoante (c.f.: [2]), '

Distribuimos, o texto nas seguintes segdes:

1. O enunciado da Formula do Fluxo.

2. Uma caracterizagio da esfera.

3. Dedugio da Formula do Fluxo.

Apéndice 1. Coordenadas isotérmicas ¢ as equagdes de Codazzi-Mainardi,

Apéndice 2. A divergéncia ¢ o laplaciano sobre uma superficie.

Na primeira segio desenvolvemos certas consideragbes geomélricas
em torno do conceito de vetor curvatura média H, com enfoque no aspecto
manifesto na Formula do Fluxo, Na segiio 2 visamos ilustrar a Formula
enunciada em !, demonstrando que o hemisfério de raio R é a tmica
superficic imersa de curvalura média constanie & em R cujo bordo ¢
wm circnlo de raio R. No apéndice |, fazemos uma espécie de sinopse da
geometria diferencial das superficic, definindo as nogfes de curvatura
média e curvatura de Gauss, com o objetivo de deduzir (a partir do
teorema da cxisténcia de ordenadas isotérmicas) as equagdes de Codazzi-
Mainardi de uma superficie de C.M.C, de R¥. Finalmente, no apéndice 2
estabelecemos os conceitos "riemannianos” da divergéncia ¢ do laplaciano,
com énfase no teorema da divergéncia intrinseco.

A referéncin das segfes | ¢ 2 ¢ basicamente [2]. O leitor pode
consultar [4], [8] para outros desdobramentos no caso mergulhado.
Enquanto as referéncias dos apéndices | ¢ 2 sfio [6], [12], [15], [17]. Mais
precisamente, na referéncia 4], mostra-se que a distribuigfio inicial de
uma superficic M de C.M.C. em R¥ ao longo de seu bordo planar ¢
convexo ¥y, propaga-sc ao longo de toda o superficie, ie., se A/ ¢
transversal ao plano de v ao longo de 7 entfio A esta globalmente contida
num semi-espago delimitado pelo plano de v. Por conseguinte, se ¥ ¢ um

T Acurvatura média H de uma superficie M dada por uma gréfico de uma fungdo u 2 < IR? IR,
satisfaz a seguinte equagao { ellptica, quase-linear):
(1+p9)t - 2pgs + (1+q°)r = 2H(1+p?+q?) %2
cnde p, q, r, s, t t&m os significados usuais {ie. p=u,, g Uy 1= Uy S =y, f= ”yy)
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circulo entdo M ¢ uma calota esférica; ja que o principio de reflexfio de
Alexandrov se aplica, fazendo-se uso da familia de planos verticais, a fim de
provar que M tem simetria esférica (i.c., M ¢ superficic de revolugiio). Claro
que na situagdo extrema da curvatura média de M ser igual a curvatura média
do hemisfério que contém ¥, este resultado segue diretamente da fomula do
fluxo, como jA foi mencionado acima,” A configuragio estrutural para o caso
geral (a curva y niio necessariamente convexa) ¢ tambem descrita cm {4].

Os pré-requisitos para uma ficil leitura deste artigo sdio certa
familiaridade com os conceitos centrais da geometria diferencial das
superficies de R¥, paralelo com certa vivéncia da teoria de uma variavel
complexa,

Aproveitamos o ensejo para agradecer ao professor Manfredo P.
do Carmo pelas oportunas observagdes no tocante a redagfio deste texto de
divulgagio matematica, Dizemos também obrigado aoc professor Derek
Hacon pela sua séria ¢ atenta relida nas notas originais, corroborando vtets
sugestoes e real aprimoramento na forma final deste fexto,

A puisa de informaglo, cscrevemos ao lcifor interessado que a
Formula do- Fluxo aqui excogitada ¢ ainda valida numa categoria mais
ampla de superficies de curvatura média prescrita. Isto estd analisado em
[3]. Outrossim, adiantamos que ha wma formula correlata no universo
hiperbolico H¥ (trabalho em forma de pre-"print" entitulado "Some
properties of surfaces of prescribed mean curvature in H¥ com
colaboragiio com B. Nelli) que, tem como conseqiiéneia uma similar
caracterizagdo da esfera hiperbélica de raio K.

1. O enunciado da Formula do Fluxo

A FORMULA DO FLUXO: Seja M uma superficic compacta conexa
de curvatura média constante imersa cm K7, cujo bordo é uma curva de
Jordan simples ¢ fechada y contida no plano horizontal = {z = 0}, de
modo que y= D, ) c ¢ Entdo, vale a seguinte igualdade:

I < n,k>dx:2HJ‘ <K,N,, >dA
7 n '

onde: _
(a) 71 € o campo conormal interior de A ao longo de 7.
(b) £ = (0,0,1) é o campo constante normal a ¢
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(INp=kse<vxn H>>0%cNp=-kse<vx7 A><0

sendo v o vetor velocidade da curva y quando atribuimos & ¥ a orientagio
horaria,

Note qie a Formida do Fluxe descrita acima detecta a distribuigéo
de H ao longo de . Com efeito.: Ndo ¢ dificil ver que_ H se estende
através de D de maneira que a superficie fechada M=MUD ¢
orienidvel, definindo o normal ND sobre D.como ifen (c) acima. O fato
gue M ndo ¢ diferencidvel ao longo de JD = y néo inferfere neste
processo. Suponha agora que M, localmente ao longo de ¥y, estd contida
em um dos semi-espagos delimitado por X, i.c., suponha que existe um

“ecolarinho” V de M ao longo de vy, com V ou bem contido em {z 2 0) ou
bem contido emiz < 0}; entdo, segue de (2)2, a seguinte propriedacde
geoméirica (veja Figura 1).

FIGURA 1

A projecdo ortogonal de H sobre ¥ ao longo de y aponta para o
interior de D

Para melhor visualizar isto, considere a situagio em que
M M int D=, Assim, neste easo, fechando-se o colarinho V com duas
tampas, wna das quais € D, a outra é um disco topoldgico De, delimitado
pela intersegiio de M com uma copia He do plano horizontal um

2 Note que nha situagdo "M contida localmente em {z = 0} ao longo de ¥, a férmuta do fluxo
toma o seguinte aspecto;
¥ < n,k > ds = 2HArea(D)
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pouquinho acima (ou abaixo) do X obtém-se uma superficic fechada ¢
mergulhada V cujo "interior" faz parte do "interior" de M (veja Figura
2). A partir da ‘mencionada propricdade geométrica conclui-se que as
configuragdes estruturais sugeridas pelas Figuras 3 ¢ 4 sAo impossiveis.
Note também que- o disco imerso obtido pela notagdo da curva o da
Figura 3, em torno do eixo z, ¢ também impossivel, por wm argumento
similar, quando M fem curvatnra média constanie,

V= vupup,
FIGURA 2

Quando o bordo de M nio ¢ conexo i procedente propriedade geométrica
ndio ¢ valida, Basta considerar uma apropriada parte mergulbada de uma
superficie de Delainay D néo mergnlhade {c.f: [5], [7]) para verificar um
contra-exemplo (veja Figura 6).

2, Uma Caracterizagiio da Esfera

Nesta se¢iio, utilizamos (2) para demonstrar seguinte resultado;
Aplicagio: O hemisfério de raio R ¢ a Gnica superficie (conexa e

: I ,
compacta) de curvatura media constante —1-?— imersa em R cujo bordo

consiste num circulo Cp de raio R.
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FIGURA 3

FIGURA 4

235
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V¥

FIGURA §

Com efeito: Seja p € M. Escolha uma cata. local isotérmica
XUcCR = R3,X(zt,v) = p, ao redor de p, ic,lk=Gelr=0.

[ m

Considere [ ] a matriz da 2a. forma fundamental relativa a X,

m 1

o . . . ~ (—n .,
Segue das equagdes de Codazzi-Mainardi que a fungio & = Tw i é

holomorfa (confira no Apéndice 1, cquagbes (13) e (14)). O leitor pode
verificar por calculo direto que os zeros de £ sfo exatamente os pontos

umbilicos de M.
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i
i
I
1]
1
]

FIGURA 6

Disto se conclui que os pontos umbilicos de A sdo isclados, a menos
que M seja totalmente uwmbilica, i, a menos que M seja constituida
inteiramente de pontos umbilices. Agorn, note que (2) implica (supondo
sem perda de generalidade que Cp, < #0:

J; <mih>ds=2nrR

Conseqiicntemente,
n =k ao longo de Cp,

Ou seja, M corta ortogonalmente # ao longo de Cp. Disto se deduz
facilmente que o normal N, ac longo de C'g ¢ horizontal, ¢ que Cj; é constituido
de pontos umbilicos; o que leva ao resultado almejado. Mais detalhadamente:
Note que a curvatura média de A em p € C, ¢ dada pela semi-soma das

curvaturas normats a M em p segundo diregdes ortogonais v e w. Tornando-se
v como sendo tangente a Cr em p, deduz-se que tal ponto ¢ umbilico, ja que a

b
Ie R ’

cstabelecida de A4, Ora, ¢ bem sabido dos cursos elementares de Geonciria
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Diferencial, de que superficie totalmente umbilica ¢, ou bem partc de uma
esfera ou parte de um plano. Contudo, sendo M totalmente umbilica, segue que
M & parte de uma esfera de raio R, 4 que M tem curvatura média constante

'1l'lée
ipuala — 4,
& R

Enfatizamos que outra caracterizagio das demais calotas esféricas pode
ser encontrada em [4]. Digressdes para superficies de Weingarten fazem parte
de uma pesquisa ainda em andamento. A referéncia exata ¢ : "On the Structure
of Certain Weingarten Surfaces with Boundary a Circle", colaboragio de F.
Braga Brito.

3. Deducio da Formula do Fluxo

Nesta se¢io deduzimos (2) seguindo os moldes perpetrados em [2] e
[3].

Com efeito: Seja X o vetor posigio de M < R’ Do apéndicc 2 infere-
se a seguinte formula:

A< X, k>=2<H, k> (3)

onde A denota a laplaciano sobre M. Além disto seguc do teorema da
divergéncia intrinseco ¢ de (3) (confira no apéndice 2, cquagdes (16) ¢ (18)
que:

_[ <nk>ds= —ZHI <N, lt>dA
Sy Af

, o H
onde 1 & o conormal interior e N = ﬁ
Caso M mergulhada {c.f.: [4]): Note que quando M esta mergulhada
em R3; pode-se aplicar o bem conhecido feorema da divergénein a regifio
de &% cujo bordo ¢ a superficie orientavel M=MUD (Por qué?
c.f: [15]), inferindo-se as seguintes relagdes:
(Fluxo de £ através de M) =

J <k, N>dd= —J <k, Ny > dd = (tarea(D))
M D
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A formula do fluxo na sua variante chamada "Bafancing Formula" ¢
obtida comparando-se a formula acima com a equagio (4), levando-se em
conta os sinais ¢ convengdces estabelecidas.

*Em geral, note que:

roln = 2k

onde u & o-campo de vetores de 24 dado por:
ufx,y,z) = (-»x0)
Assim, aplicando o conhecido Teorema de Stokes de calculo, obténi-sc

j < N,2k>dA =J‘ — ydv + xely (5)
M ¥

onde a integral de linha do lado direito da igualdade deve ser calculada de
maneira que ¥ seja orientada pela orientagiio induzida de M (quando M

esta orientada pelo vetor curvatura média /).

Aplicando agora o Teorema de Green, vemos que o lado direito da
equagiio (5) ¢ igual & 2 X Area (D) quando y estd orientada no sentido
horario. Ora, enfocando o lado esquerdo de (5) e comparando com 4)
inferimos a requerida formula, ja que:

[\ <mic> ds = H| —yex +xdly = 2H[ <, N >dA
Y 7 I

onde Np=+Rse<vxn H>> OcNp=-R, se<vxn H><0,sendovo
vetor velocidade da curva ¥ quando atribuimos a y a orientagiio horaria 4.

Recomendamos ao leitor interessado que esboce uma demonstragio
mais simples da formula do fluxo quando M ¢ globalmente coberta por
uma carta isotétmica X:U < R M. Mais interessanic ainda ¢
investigar uma variante da Formula do Fluxo quando o bordo niio ¢
conexo (por exemplo, quando dM =C WG, € ¢ €, duas curvas
"concéntricas" contidas em #¢. Em seguida, pode tentar extrair plopm,dades
geométricas disto (c.f.: [3}]).

Apéndice 1, Coordenadas isotérmicas ¢ as equagdes de Codazzi-Mainardi

Neste apéndice, fazemos uma incursfo na geometria diferencial das
superficies de RS, via uma trilha assaz conveniente, oriunda das equagocs
diferenciais parciais que assegura a existéncia de coordenadas isotérmicas
(ou conformes). Mais precisamente; Seja p € M. Afirmamos que ¢ sempre
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de p, chamada de isotérmica, tal que a la, forma fundamental® relativa A
X édada por (c.f: [17]):

dX dX dX dX N

E e S>=g e >= (G ‘ 6
o’ o o v ©
[¥]
=< aX,£”£>=0. (7)
v

Em seguida, abrimos um parénteses em nossa discussiio a fim de ilustrar o
leitor néio familiarizado, com esta nogiio de coordenadas isotérmicas:

a) Verifica-se que as projecdes estereopraficas da esfera 52 menos um ponto
sobre o plano complexo € sio aplicagdes conformes (por qué?),
preservando fdngulos e invertendo orientagbes; destarie, as respectivas
aplicages inversas conduzem a um sistema de cartas isotérmicas da
esfera,

b) Verifica-se que qualquer superficie de revolugio de eixo z pode ser
parametrizada da seguinte maneira: Se a curva geratriz Y csta
parametrizada pelo comprimento de arco s por y(s) = (x(s), z{(s}); ¥
contida no semi-plano ¥ > 0 do plano xz, obtém-se coordenadas

e , . . (ls
isotérmicas reparametrizando vy de tal maneira que satisfaga x(5) = 7—
('t

(onde s = 5())

Considere:
I m
moon
: : 4 dX oX
a matriz que representa a 2a. forma fundamental™ na base { ——, — 1 ou
du  dv
seja:
=<X, ,N>n=<X_,N> (8)

3 Lembre que a 1a, forma fundamental é a forma quadrética no espago tangente 4 M dada
pela produto interno, <,> de RS,
4 Lembre que a 2a. forma fundamental é a forma quadratica no espago tangente & M em p,
dada por:
v < VN v
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m=<X N> 9

Agora considere g: M — 82 a aplicagio normal de Gauss dada por
glp) = N(p)

onde N(p} ¢ considerado como elemento de $? de maneira que os espagos
tangentes & M em p, denotado por 7', M ¢ o espago tangente & S2 em N(p}

estio identificados. Isto faz com que a derivada covariante -VN scja
considerada como uma aplicagiio de 7', Af em si mesmo. A curvatura de

Gauss K ¢ a curvatura média H em PP € M sio definidos como sendo o
determinante ¢ o trago de -VN : 7' M — T M que, na verdade, ¢ uma

aplicagio linear auto-adjunta cujos auto-valores (reais) k| (p) ¢ ky (p) sflo
chamados de curvaturas principais de M em p. Assim, das formulas (6),
(7), (8), (9) seguc que:
2

K= fn 7m = {+n

L 21

De fato, a formula da curvatura média na equagio (10) pode ser

extraida do seguinte argumento elementar intuitivo: Considere e(s) uma

curva contida em uma superficie M < R, onde s é o parimetro dado pelo

comprimento de arco (i.c., ||c' () = 1). A curvatura normal de C relativa a
wnt campo normal a M ao longo de C ¢ dada por:

<" (s), N(s)>

(10)

Agora, sc reparametrizarmos C com s = s(f) (¢ pardmetro arbitrario)
temos que C(s(7)) = C (/) (digamos), ¢ além disto:
/ &0 Rl
———— < C(1) N >=<C"(s), N(s)>
(s'(1)) |
Disto segue facilmente (por qué?) que a curvatura média em
termos de coordenadas isotérmicas ¢ de fato dada pela formula na
equagio (10).
Agora, do fato que N ¢é normal e unitario segue imediatamente que:
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Y .
< N,N>=1<N, 3 (1n
Diferenciandor-se a-la. equagdio (11) obtemos que:
< N,— N >= N, N >= )
i v
Assim,
ON 1, ON dX _dX ON aX aX
— L } (12)

—_ & ——+ )
dit E{ o au> o Lt c}v

Analoga formula para —é—v— ¢ obtida, trocando-se # por v em na

equagdo (12). A expressio:

0,—n,=<X,N>—-<X N>

=< X N, >- <X N >

e, w!

nu

€ obtida aplicando-se sucessivamente equh(;t?)es: (12), (1), (6) e (7).

Ou seja,
L+
e, —m =1I, =L H
: 2l
Donde
f+n
EV - lnli = ( )V

quando H ¢ constante.
Qu seja,

(___"_ =m (13)
2
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Analogamente obtemos
£—-n
( 2
Por conseguinte concluimos das equagbes (13} e (14) que a fungfo
complexa,

), =—-m, (14)

Du+iv)= (%11) —1im

¢ de fato holomorfa, ja que Re& ¢ Im& satisfazem as equagdes de
Cauchy-Riemann &.

Apéndice 2: A divergéneia e o laplaciano sobre uma superficie

Consideramos novamente M uma superficie suave em R® com campo
normal unitdrio N, seja p € M. A 2-forma elemento de drea dA ¢ definida
em uma base positiva® {v,w} de T M por dA(vw)=|| v X w | (area do
paralelogramo definida por v e w).

B ficil verificar que o elemento da drea d4 relativo a uma
parametrizagio local X : 7 ¢ R? = M, X(,v} = p ¢ dado por,

=+ EG —-F*dudv

Claro que,

dA = Edudv

quando a parametrizagio X ¢ isotérmica (Confira no apéndiee 1).
Definimos a divergéncia de uma campo de vetores suave Y (de Classe

(> sobre M denotada por divY, por {com respeito auma isotét‘mim)'
) 1
dvr(p)=t( a1 5L Ly, 2s))

Na verdade, apesar da defini¢io acima fazer uso de uma carta local, a
nogio de divergéncia é intrinseca A geometria de M, dependendo apenas da
la. forma fundamental. De fato, efetuando um calculo simples que utiliza
a expressiio local de dA e do campo Y relativa a carta X, ndo ¢ dificil
mostrar que {c.f.: {15]}:

5 a base {v,w}de Tp/M ¢ chamada de positiva se <v X w, N(p}>>0 para p e M.
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d{cydA) = (divY )dA (15)

onde d é derivago exterior ¢ ¢, dA ¢ contrag:ﬁo6 de dA por Y.

Uma importante consequéncia de (13) ¢ do Teorema de Stokes para a
geometria diferencial ¢ o chamado Teorema da Divergéncia (intrinseco),
dado pela seguinte formula:

L{clee‘.’A = —LM< Yoo ds (16)

onde 11 ¢ o vetor conormal interior de M ao longo de JM.

Vamos discutir com mais detalhes (16) a fim de clucidar um pouco
esta 0t férmula geométrica:

Com efeito, seja 7 a [-forma dual (sobre um "colarinho” de M) definida
por

(=1

i (N=0
para todo vetor tangente 7" ao longo de oM. Considerc fambém ds a [-
forma elemento de comprimento de arco de dM dada por:
ds(T) = 7
onde 7 ¢ um vetor tangente a oM quando JM estd orientado com a

orientagio induzida. Segue, imediatamente, que o clemento de area dA
pode ser decomposto no produto:

dad =dy nit?

Conscqiientemente,

(e, dA ) 1) =dA(Y h>[v]

Ou seja,
Cpdd=~<Y,n>ds (17)

6 e, cy dA é a 1-forma sobre M, tal que para p c M, Cy dA(VY = dA(Y W), Ve TpM.
7 Lembretmos que T & um velor tangente & M quando M tem orientagdo induzinda e
{—-H, f} & uma base positiva ao longode M, le.,<Tx N=>>0.
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Agora a formula (16) segue de (15) ¢ de (17), por uma aplicagio
direta do Teorema de Stokes (c.f.: [131]).
Em seguida, abordaremos o laplaciano: Seja f uma fungfio suave (de

classe C*) sobre M. O laplaciano de f denotado por Af, esta definido por:

_ 1, d F
Df(p)=—(~-7(foX)¥+—=([cX))
L ou v

onde, X : U c R? — M ¢ uma carta local isotérmica, com X(i, v) = p. E
um exercicio de regra da cadein, fazendo uso das equages de Cauchy-
Riemann, mostrar que a definigio acima ndo depende da escolha da carta
isotérmica X

Por outro lado, o carater intrinseco de Af pode ser também

computado pela seguinte formula:

Af = divVf (18)

onde Af éo gr:-tcli&-:ntt—:8 de f.

Agora, observe que:

X 1

<AX,—>=—(X, X >+<X_ X, >)
i L
por definigiio de AX,

!

= -}:‘(< /\/"",/Y" > —< /YW,XV >)
PV -

:E(< /X”",/X" >—< /Yarv’)l\' >)
/ e

=_T(< Xu’Xn >u - < Xv’/\v >)v
21

=1

8§ o gradiente de [, esta definido por <Vf,Y>(p)ndfp(Y(p)), para todo campo Y de vetores

tangente a M.
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oX
Analogamente, deduz-se que <AX, Y ={.

Finalmente,

!

<AX,N>:}{;(X N>+< X, N>)=2H

Donde se conclui,

AX =2Ha. (19)
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METODO DO POCO DE POTENCIAL E A REGULARIDADE
ESCONDIDA DE UMA EQUAGAO HIPERBOLICA
NAO-LINEAR

Marcelo M. Cavaleanti e Valéria N. Domingos Cavalcanti’

RESUMO, Consideremos a equagiio da onda niio-linear;
Ju
= Au+ v’ *
ot
no cilindro Q@ =0 x J, onde € ¢ um subconjunto aberto limitado do R,
n =6, com fronleirn I bem regular, Os dados tniciais  u(x,() = u{x),

du

— (x,0) = u;(x), sfo apropriadamente escolhidos e a condigiio de [ronteira &
dt

do tipo Dirichlet, isto ¢, u=0 em X =T x ]}, T[. Nestc "paper” cstudamos a
existéneia de solugiio do problema acima, ulilizando o "Método do Pogo de
Potencial”, conceito introduzido por DL, Sautinger em [17](1968). Além disse,

i
cstudamos também a regularidade de =~ onde u ¢ a soluglio de (¥), com
Vv
n £ 4, utilizando un méiodo desenvolvido por 1L, Lions cm [04](1987), Esse
tipe de resultado foi denominado por cle de "Regularidade Bscondida“de u.
Palavras-chave: LEquagdes Dilerenciais Parciais, Mcélodo do Pogo de
Potencial, Regularidade Escondida,

ABSTRACT, POTENTIAL WELL. METHOD AND THE HIDDEN
REGULARITY OF A NONLINEAR HYPERBOLICAL EQUATION. We consider
the nonlinear wave equation:

Ju

——af;z——Au-ku2 *

Departamento de Matematica, Universidade Estadual de Marings, Av. Colombo, 3690,
Campus Universitario, 87020-900, Maringa-Parana, Brasil.




250 ) Cavaleanti & Cavaleanti

in the cilinder ¢ = x0mT[, wherc € isa pounded open set of I¥, n = 6,
. A

wilh smooth boundary T. The initial data u(x,0) = u(x) —(x,0)=u,(x),
| S L

are appropriately chosen and the boundary condition is of Dirichlet's type, thal
is, u=0 in Z=Tx]0,T[. In this paper we study the existence of solution of
the above problem using the “Potential Well Method”, concept introduced by
DI Sattinger in [17] (1968). Furthermore, we also study the regularity of

du

Wé_, where u is (he solution of (¥}, with n < 4, using a method developed by

¥

I.L. Lions in [04] (1987). He called this type ol result “Hidden Regularity" of u.

Key words:  Partial Differential Eyuations, Potential weil Meihod, Hidden
Regularity.

INTRODUCAO

Seja Qum subconjunto aberto limitado do I, n < 6, com [ronleira

[ bem regular, Seja It HL(W) — IR o funcional definido por
' 1 2 1 3 {
(2= I + 3 [ 72(0)dx, zeH(Q) (1)

. 1, .
onde ||| representa a norma dez em H,(Q) proveniente da formula
de Dirichlet:

n l
du dv
au,v) = Zj M N gk, wveH. () (2)
i=1 Q axi (}Xi
~ 1 .
Observagiio 1: H, (€2) denota o cldssico espago de Soboley das fungOes
. oD o0,
O tais que P, —, ..., — € (Q) e wlém disso =0 em T
X, Ix,

Todas as funcdes consideradas aqui (ém valores reais.

Observacio 2: De acordo com o desigualdade  de Sobolev,
I, 3o -+ " S

H (Q)cL' () seesdse n<o. Conseqgiientemente o funcional em

< - P 1
(1) estd bem posto, além de ser continuo em H, (Q).
Introduzamos;
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d=inf [sup J{Az) 3)
zell} () \ 220
Z#o

Mostrarenmos que d > 0 o que nos permititd definir o conjunto de
estabilidade:

, I
Pr={zlze H (Q), 0<I(Az) <d, YAe[0;1}} (4)
. - 1.
o qual provaremos ser um conjunto aberto ¢ limitado de H, (€2).
No cilindro Q = Q x 10,7T[, onde T ¢ um ndmero real posilivo
arbilrdrio, consideremos a equagio hiperbdlica nfio-linear:

o™y 2
5 ~ A+ =0 em () (5)
Jt
em comdighes iniciais:
u(x,) = u”(x) (x B =u(x), x€L (6)
ot
e sujeita A condigiio de fronteir:
u=0em X=1 x]0,T] {7
ASSumamos que:
) Iy g ,
u, € W ouel(Q) e -2~|u,1 +J(u)<d (8)
onde | .| representa a norma em L2(Q) proveniente do produto interno:
(u,v)=J WV, U, v e L2(Q) ©)
Q

Provaremos que;

TEOREMA 1: Suponhamos que (8) seju suliskeito, Enifio existe uma
solucio u: Q — IR fraca do problensa (5), (6) ¢ (7) na classe:

we C,(0,T;H' (Q)), ¢ g“ C, (0, T;2(2)) (10)

A questiio da unicidade € tesolvida para 0 caso em que 1 < 4,

Observaciio 3: C(0,T;X) denota o espago das iunwes Gel”(0,T;X)
que sfo escalarmente continuas de [0, T] em X, ou seja, tal que a
aplicaciio t— <g,<b(t)>\_ N ¢ continua para todo pe X'

ASSUMamos agora, que!
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|
oo e WAHAQ), up e Hy (), — lu |2+ 1) <densgd (D)
2
Provaremos o seguinte resultado de regularidade;

TEOREMA 2: Suponhamos que (11} seja satisfeito. Entlio existe uma
tinica solugiio u — IR fraca do problema (5), (6) ¢ (7), na clagse:

uy € Cy(0T;H) (Q) AH2Q), u'e Cy0,T;Hy (),

u'e Cy0,T,L2()) (12)
Consideremos, agora, 4 equagio da onda:
PR
mmwzm—A(b:f em Q (13)
ot
G=0em Z (1)
JO i
O(x,0)=D (x), — (x,0) =D (x), xeQ (15)
ot

Assumanos gue:
® cH (Q), ®el’(Q) e fel’(0,TiL () (16)
I sabido (conforme L. Lions [10] que o problema (13}, (14) ¢ (15)
sujeito s condigdes dadas como cm (f6) tem uma unica solugio
O 0> IR na classe:
BeCO,T;HL(Q)), ©'eCO,T;LHD) (17
Provaremos que:
TEOREMA 3: A solugio @ de (13), (14), (15) juntamente com (16)
satisfaz as condigOes:
JO \ 2 1
o <C| B, +|f], (18)
av I_JZ(E) L (Q)

onde C ¢ uma constante positiva ¢ B, = E(0} ¢ a energia inicial do
problema (13)-(15).
Observagiio 4. Como ' ELZ(O,T;Lz(Q)) segue-se  que

D" e Hm] (0,7, L (Q)) oade este espago € o duat de:

dv

clX(Z) e

T porv representamos a normal [, dirigida para o exterior de 1.
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(OT L2(Q) = {v/ v, V'€ L2(0,T;L2(Q2), v(0) = v(T) = 0}
Lugo

AQ=f-D" e L2(0 T;L2(2)) + H1(0, T;L2(CY) (19)
Entdo de (19), © =0 em X ¢ os resullados standards de regularidade
das equagoes ]lp[lCdS implicam que:
@ e L2(0,T;H2()) + H- L0, T;H2(Q)) (20)
¢ portatto, face aos teoremas de trago: ‘
D 2
—a—~ e L}(0, T;H”*(T")) + H'(0, T, H"*(T')) 2D
Vv
O que mostr
v

Observamos que (18) nfio segue de (21); isto € o que denominamos a
propriedade da "regulatidade escondida”,
Observaciio 5; Notemos gque 2 solugiio u: Q — IR do problema (5), (6) ¢
(7} com dados iniciais c,omo em (11) e naclasse (12) é tal que,
u’ eCs(O,T,LZ(Q))
¢ potlanto emos em parl‘icu]m‘:
2 2
—Au=fel (0,T;L"(Q)) (22)
Muas (22), (6), (7) {11) implicam de acordo com o Teorema 3 que

Mey? (Z). Mais geralmente s¢ n < 4 entfo HD(Q) c LY@ cde
Jv

maneira andloga (emos que a solugiio u: Q — IR do problema (5), (6) ¢
(7) sujeita, apora, a0s dados iniciais como em (8) verifica também (22) e

Ju g
conseqientemente femos —e L7 (Z).
v

O I'OCO DE 'OTENCIAL

No que sepue, apresentaremos vm método desenvolvido por ILH,
Sattinger em [I7], que nos serd util, na proxima se¢iio, para
determinarmos existéncia de solugiio do problema (5), (6) e (7).

Lema 2.1; Seja d dados como em (3), Entdo d > 0,

Demonstragiio:
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. -
Para cada z € H,(£2), z#0 consideremos a aplicagio M, (A} real

delinida por:

;LZ 13 :
M) = 108 = e + 5 [ ' 2%
2 cq 4

Temos dois casos a considerar:
i 3
12 Caso: I zdx 20
{2

A
Sendo LZZde=O entiio M../'(/”L)zm-—“z“2 representa  Lma
2

parabola céncava para cima com minimo em A, = 0. Portanto:

sup M, (A} =+ee (24)
Azo
2 3 2
A A
Se J Z’dx >0 entdio My(4) —M—”z" + -—J 2dx = - ||.z||2
0 3 Q 2
também neste coso!
supM,(A)=+eo (25)
Azo ' '
22 Casos J zadx <0
Q
De (23) (emos qm,
— (M (A= lﬂzn + A J Z dx (26)

dA
Ipualando-se a expressio em (26) @ zero para a (beBllQ‘d() dos ponlos
criticos de M, vem que fais pontos criticoy -y,

; :
A,=0 e 4= h u ' : 27
J, Z Ydx
Q :
Convém notar que  A;>0.  Além disso de (26) lemos que

— (M, (A)) representa uma pardbola concava para baixo cujos zeros

dA
50 dados pot A, e Ay em (27).

: 3 . .
Desta forma, sempre que J-Qz dx<0 a aplicagio M,(A) sex

rescente no intervato  [0A] Em verdade, para A, = 0, obtém-se:
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2
d
—5 (M, (0)) m”z"z >0 pois z# 0. Porlanto A, =0 ¢ um ponlo de
dA '

minimo local de M,

Analogamente;
2

2 , .
— (M (A )=~ liz]“ <0 e conseqiientemente em Ay tem-se um ponto
d
de miximo local de M, (em verdade absotuto para A > 0).

Por ouiro lado, temos:

6
My =LA (28)

([
7 dx
Q

Lembremos que I_-IE1 (Q) = L3 e por conseguinte I K, >0 tal

B @ =

U z3dx
Q

entfio por (29) vem que:

2 .
k > 0, . 3
I, 2ax) <[l o & Ko [

2
"= e (I z3dx)

Substituindo-se a desigualdade acima em (28), obtemos:

1
MZ(&1)2)1(6>0, VzeK,(Q), z#0

LH

que:
K, |2 VzeH, () (29)

Como

3 9 I,
<[l ax=lells o 2 eHo ()

Daf

Sepue-se daf que:
sup M, (A) =M, (A)2——>0, VzeK.(Q), 70
Azo 6K,
Donde:
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d= inf {sup J(}lz)}>0 (30
zenl! | Az0
20

Logo, de (24), (25) ¢ (30) temos o descjado,
Agora, introduziremos o conjunio de estabilidade supracitado,

Defini¢fio; Seja d > 0 conforme delinido em (3). O "Pogo de
Potencial" 97¢ definido como subconjunto de HL(Q) dado por:
e (ze HL(Q), 0<IAz <d, Vhe [0,1]) (31)
Observag 0. Nole-se que de acordo com a deliniglio de %#se z e %7
entiio Gz e U Wae [0,1]
Lema 2.2; O conjunto F#Contém o bota @8 Delinida por:
PB={zlz€ H], (), |7 <p rmde p >0 & escolhido
satisfizendo 2 p< ,L,, 1 p < d} (32)
Demonstraciio:
Seja z e . Provaremos que 0 < J(Az) <d paratodo A € [0,1].
Com efeilo, seja A € {0,171 ¢ consideremos:
I(2) =2 +& | Zdx
(D=2 +2],

Entiio:

A2 3

L -2l <00 B + 2,
De (29) w,m que:

?. 3
Eeft - 2 e <302y < AP +A- K3
Donde:
JAz) > 0 desde que
%—? L2z 0 (33)
Pelo fato de 0 <A< 1 uu:in'
!IZII <i-2k;J

Destu forma, para nbtumo.s (33) bdb[d que (enhamos
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k! ’ .
L Selgz0 (34)

Contudo, como 7z € % entio |z <p<—5 ¢ portanto (34) ¢
2K

0
safisfeito ¢ conseqiientemente J(Az) > 0.
Por outro lado, como A < 1 ¢ ainda de (29) obtenios:

3
J(Az) s L2 + Lk,
Como z e &3 dadllima desigualdade vem que:

1{(Az) S%pz +-;1’~Kip3 <d.®

o L, 2 3
Lema 2.3 Sejn %4 = {ZEHB(Q),“Z” +J zdx>0 e J(z) < d}.
Q
Enifio; 9= %o @8 onde 28 ¢ delinido como em (32),

Demonstracio;

Basta provarmos que 9= 9% W {0} pois supondo-se que il
aconlegu entiio 90 PB= PO B pois 0 e A De acordo com 0
Lema 2.2, @30 97e da dltima igualdade vem que 7= 9% O %A

Provemos entiio que 9= 97w {0}

Seja ze€ Y% Se »=0 enliio »e {0} Suponhamos, entio,
que z# 0. Lopo, 0<JAz) <d, VA e [0,1]. Em particutar, Iz) < d.

, 2 3 ;
Resta-nos provar que j|z]| +J z dx > 0. Temos 2 casos a considerar;
Q

‘ 3
(19 j z dxz0
2
Neste caso nada temos a provar,
' 3
(29) j 2 dx <0
0

De acordo com o que vimos na demonsiraciio do Lema 2.1 (2% caso)
lemos gue.

2
sup J(Az)=J(Az) =] —L'”l——z > inf |supl(Az) |=d
Ael0A, | zdx | zeH! (@)\A20

0 ZR0
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. 2 .
2 . .
Segue-se dai que A = __IUI__ >1, pois, caso contrdrio, se A<l

3
J‘ z X
)

como A, >0 entio A, €[0,1] ¢ pelo falo de z € Q¥ seguir-se que
05 J(Az)<d oqueéuma contradigiio!
Assim

2
pee

3
VAN
0

”3“2 + J;‘z z'dx >0

0 que implica:

e portanto z € P4 - '
Reciprocamente seja 2z € P4, Provaremos que 0<J(Az)<d,
VA e[0,1].
" Tomemos entfo lo_ e[0,1]. Temos 2 casos a considerar:

(12) _[ 2dx 2 0
Q

2
O
Nesle caso J(Auz)z—z‘l

3 .
z|]2 +&3"—‘|'S_Z 22dx20. Além disso, pelo
fato de: '
=S + 2] exs 3] 20x=10), Vaepo

temos, em pacticular, que:

I(A,z)sHz)<d jique ze T4 Assim z € W

: 3
(29) I 2dx <0
Q

De acordo com o que vimos na demonstragio do Lema 2.1, em seu
20 caso, M, (A)=J(Az) assumin um minimo local no ponto 0. Em
verdade, tal nimeto é absoluto no intervalo [0,11.

2
. Z . . : .
De fato que A, =—l"3———> 1, pois se nfio o fosse, ou segja, se
7 dx
0

2
——kLSE entio ||z||2 + j'Q z3dx$0 0 que contraria a hipdtese de

3
J'Zd)(
¥
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z € %4 Por outro lado, como ﬁ(Mz(l)) ~é uma fungfio positiva no
intervalo  [O,A;] sepue-se que M,(A) ¢ crescente em [0,A]. Em
particular, M,(A) € crescente em [0,1] 0 que implicu que 0 é o minimo
absoluto em [0,1]. Segue-se dai que:

0 = M(0) £ MR} = I(h,2). Além disso, como A, <1 temos:
- M) =HA.e) < 1(2) = M, (1) ecomo z & Y4, vent

Ihz) < Hz) <d z € 94

Coroldrio 1; O conjunto #efinido em (31) € aberto em HL (£2).

Demonstragéo;

Consideremos os funcionais J, L: HL(.Q) — IR definidos por

2 3
L(z)= ”Z” +Jg zdx
~Ay)? L 3
que sfo claramente conlinuos em HL(Q). Porfanto, temos que 08
COMjuntos:
G = {ze HL(Q), L) >0} =L (0, +)
U = {z € HY(Q), L) <d) =1 (=,d)

sfio abertos em H:, (Q).

Como P4 = YK n W sepue-se que Y4 ¢ aberto em Eh o) ¢
pelo fato de = Y0 DB temos entdio que  P¢ aberto em H0 (Q) .|

Coroldrio 2: O conjunto ¢ limitado em H (£).

Demonstragiio:

Provaremos que < B(0) para algum r > 0. De fato: seja
z € % Temos 2 casos a considerar:

(19) J 2dx 2 0
Q

1 z||2 "'“é”.fg 2 dx = ]Hz” Donde:

Neste caso 1(z) = 2"

||zl|2 <2I{z)<2d
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Logo ||zﬂ<(ﬁ),
(29) L_Z 2 dx <0
Como W= W, w & entio [, 2 dx +|!z|i2 >0 (uma vez que se 7
e DB o desejado sepue (rivialmente) ¢ portanto Jo 2'dx > -||z}|1. Dai
2 3 2 2 2
1 =4+ 705> P - = el
¢ conseqientemente;
l2|* (61(2) < 6d)

Assim:

||/ ).m

EXISTRENCIA DE SOLUCOES GLOBAIS

No proximo passo € demonstrar unm teorema de cstabilidade para o
problema (5), (6) ¢ (7).

TEOREMA 1; Seja £ um aberto limitado com fronteira T bem regular
de IR (n < 6), dee 9 definidos como em (3) ¢ (4). Assumamos que
os dados iniciais satisfacam (8). Entiio existe uma fungio u: Q — IR na
classe:
. o B P 2 ~ .
we L7(0,T;HL(Q), v e L™(0,T;L(Q)) (35)
P , ” 2 . '
tal que u € solugiio fraca de u” — Au+u” =0, ou sef
; 2 1
—:1_!{(“ (t), v)+a(u(t), v)+<u (t),v> =0, Vve H (Q)

no sentido de % 10, TY,

w(0)=u, em H. () (36)
w(0)=u; em Hz(!l) (37)
Demonsiragio:

Para provarmos o teorema cm questiio, aplicaremos o Método de
Faedo-Galerkin, juntamente com o Métode do Pogo de Potencial
desenvolvido na secio anterior.
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1 Etapa: Solugies Aproximadas
a l g V "y i 2 ¥ “Q *

Sendo  H, () um espago separdvel, existe uma base (@ vhve N

para al espago. }:m oulms palavras, podemos unmdum a existéncia de
-3
uma seqiéncia a)I, a)z, vy @, 0 de fungdes de H o+ (82) salisfazendo
as seguinies propriedades:
* *

(i) Ym, @y, ., @y, Sh0 linearmente independentes,

" . U . -~ 1

(i) As combinag@es lineares finitas sfio densas em H (€2),

*
De posse da base (@) podemos construir uma outra buse (@ ) de

modo que existam seqiiéncias (u,,,), (uy,) tais que:

Uy € T gy —> Uy, em HL(€2) (38)
U, € H Q) upy, 2 up em LAQ) (39)
Uy Uim € Vi, = [0, ., 0] (subespago gerado por

Wy, 1oy Oy, 3> (40)
—2L|L11m|2+J(L10m)<(l (41)

De fato;
* *
Ponhamas, por exemplo, @, =u,, O = @, ®, = @,, eC...
Entio:
(i) Ju,, € YK u,, = U, em H (). Basta considerarmos u,,, =
U,
. 1 . .
(i) 3 ugy € H (Q), up, — up em L2Q). A existénein ¢
*
garantida j& que as combinagBes lineares finitas de clementos de (@)
= l .
sfo densas em H, (£2) que por suy vez € denso em L2(Q).
&
(i) vy U € Vo, Jaque Vi = lug, aJl, an Wby Ugn = U, e além
*

*
disso pelo item (i) vy, € dado por uma combinago linear dos W5y Dy

. 2 -

(iv) %|u1m] +J(u,,, ) <d, param sulicientemente grande,

“ - 2

Com cleilo, dado £ =d —(%lulf + J(u(,)) <0, dm,e N tal que

V,, 2 m, ([emos:
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‘(’H“lmiz + (U )J —(%{U]F +I{u, )]

. b, .
(isto porque U,, — U, em  Hy(Q}), upy —u em L2(Q) ¢

<E

K(u):%|u|2 e T siio funcionais continuos).
| 2 1, |2 _
5|u]m| +.T(uom)<£+[-iiul| +J(UO)J—d, Ymzm,

Agora, com a garantia da existéncia de uma base que satisfaga as condighes
(38) - (41), consideremos, enldo, ainda com a mesma notagiio (@) esta

base e seja u,, () uma soluglio aproximada do problema sob a forma:
m

Um(t)=Z gjm(t)a)j (42)
=1 ‘
Com 05 gy (0 a detecminar salisfazendo a0 sistema de equaghes
diferenciais ordindrias nflo liueares,
u, (1) eV, =la,...0,] (43)
1 2 .
(uy, (), @; y+a(u,, (1), (Dj)+jgz Uy (t)(ujclx =0, 1€jsm  (44)
O sitema (43) - (44) estard completo con as condigoes iniciais:
U (0) = Uy s Ugyy = I O @ =3 Uy 0 Hy (), v, € 9 (45)

W (0) = Uy s Uy = O i@ = Uy et L (), uy, € Q) (46)
Os resultados perais sobre sistemas de equaghes difereniciais, mais
precisamente o Teorema de Caratheodory, nos assegura a existéneia de
uma solugio de (43), (44), (45) ¢ (46) (nole que (w; , (DJ-) # 0 gracas a
independéncia linear de (0 () GMoum intervalo [0, t,]. As
estimativas a priori servirfio para mostrar que ¢, =T
29 Etapa: Estimativas a Priori

Multipticando-se a equacio (44) por g5, (t) ¢ somando-se em j, ven:

(4, (1), U (D) + 2 (1), U (0)+ U2 (D) 1, (Ddx =0 @)

Donde:

td o 2 ' bod 3
——|uy, (t)] -I-a(um(t),um(t))+m~U_ v, (x,0)dx [=0 (48)
2 dt 3 e LY
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Pondo-se ||v||=+/a(v,v) (= norma sobre HB(Q) equivalente @
ﬂvil '@ )resuitu de (48) que:
id 1 d
L, e Lo, O+ [ b oo ]=o @9

2.dt 2 d 3t
Inlubmndc.)-su-dt, Oatte [0,1,]) vem, de (49) que:

1 ! 2 1 2 1 3
~ Jug (O =l (O += | o, (x,0dx=
2 p) 3 40

(50)
i 5 | 2 1 3
=""""|Ulml +"'”U()n1|| +- J. uOmdx
2 2 3 7
Equivalenfemente:
L 2 ! 2
'2" 'um (tl +‘](um (t) =; |u]m| +‘I(uOm) - (b

Afirmamos que para cada m (emos:

u, (e, Viel0,t, ]1(t, >0) (52)

Com eleito, dado m € IN (abitrdrio, porém fixado) suponhamos que
3¢, €[0,t,) tal queuy, ()& 770 ponte t, serd diferente de zeto pois
uy, (0) = u,, ¢ este por sua vez pertence & 74 T.ogo 0 < t, < Ly,

Sejn () = inf(t € [0, L), uy () 8 P4 () estd bem definido pois o
conjunto (t € {0, ty,], uy, (O & 99°¢ nfo vazio (G4 que vy, () & Fed
limitado inferiormente tendo O como cota inferior,

Observamos, lambém que t; > 0.

T s o . .

Com cfeilo, sendo 7 aberto em Hy(€2) ¢ pelo fato de uy, (0) e 97
e, > 0tal que B, (uy, (0))c 9. Sendo vy, (1) continua existirg 6 > 0
tal que uy, (D e B, (uy, (0) P, Vte [0,8].

Desta forma, se (| = 0 ent@io para 6 > () existiria tg € [0,0] tal que 11,
(ts) &€ 90 que & uma absurdo!

Em verdade : t; = sup{t e {0, (;], u, (D e ¥}

Com eleito, o conjunto {t € [0, {;], VL€ {0, {{] } € nio vazio pois o
zero pertence a tal conjunto. além disso tal conjunto € claramente
limitado superiormente por t;. Seja entiio € > 0'dado. Afirmamos que 3 ¢,
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e [0, ;] tal que uy, (L) € He () -€ < [ < (). Suponhamos o condrdrio,
isto ¢, que Yt e [0, ty]ouuy, (0 & Fouscu, (D e FWentiot<t) -€ A
18 condigiio ndo pode ocorrer pois {) = inf (t € {0, 1], vy, (O & T7).
Agora, Ve e [0, (] tal que que 1, () € Fadmitamos que ( 5 /) -E,
Assim, Vt € (1] - g t;] segue que uy, () € P¥c conseqlientemente
terfamos elementos do conjnto {t € [0, t,], u, (O & %} menores do que
o {nfimo £ 0 que & um absurdo!

Portanto existem seqiiéncias (¢,) W A = {te [0, (], u, (D e ¥}
() € B ={te [0, t,] u, )& %) tais que r, = t; ¢ 5, = {;. Pela

continvidade de v (f) sepue-se:
1—-o0 e ] (t )

U ( J— Up (tl ye Un (Sn )—'""'""m%um
Assim, dado g > 0, 3 1, € IN sulicientemente grande tal que:
Unp (rn) € BE (um (tl)) Gy, (S“) € BE (Um (ti))’ viz 1, (53)
Entretanto, como (r,) < A e (5,) € B (emos que: _
u, (e Wy, (S)e Wiz, (54)
Lopo, de (53) ¢ (54) vem que:
B,(u, (t )% #0 ¢ B,(u,(t, NNCH =0

0 que prova que:

m

u, (e ¥ (55)
Por oulro lado, face a continuidade do funcional T dado em (1) ¢
como u,, (r,) AL uy, (6) segue-se que T(uy, (1)) — T, () ¢
como u,, (1,) © P temos que: |
0= Juy, () <d
Conseqiientemente na passagem ao limite quando 0 — +ee, femos:
0=, tH=d (50)
Provaremos que 0 < J(u, (1) < d.

Suponhamos entiio que: '
T, (l;)) = L] 57)
De (41) ¢ (S1) temos:

J(um(t )) <— |u|m[2 +J(u,, ) <d

o que coniradiz (57). Portanto: :
0 < Juy, (11)) <d (58)



Reguluridade Escondida 265
e conseqilientemente uy, (1e %70 que contradiz (55) e prova (52).
Conclui-se de (52) ¢ do Corolidrio 2 que llu, (Il <¢c, Vi ¢ Vi e
{0, (), ouseja
u,, & limitado em L7 (0, T; HE(2)) (59)
Além disso, de 29 e (9 e Vi e [0, t,] ¢ Vm (emos:

10, (NS, O +5 J, 10 (0fcx =

| I
o Enum(t)nz +§H um(t)ﬂi‘(m <

1
S _” ul]l
2

De (51} finalmente obtemos, Vie [0, (] ¢ Vi

I, . .
EI uln(t)lu = EI ‘ulml2 +l( Ul)m) - 'J (um(.t)) S

()’ < K (onde K é uma constante)

n

|
(t)||2+§K3Hu

< %] u,, [+, HHI(u ()<

<d+K
Desta forma:
lu, (O]=¢, Vm, e Yie[0,t,] oquepova que:
(u,) ¢ limitado em L7(0,T; Lt () (60)

A passagem ao limite prova-se de maneira standard, witizando-se o
Método de Compacidade de Auhin-Lions (¢l LL. Lions [081). Mostram-
se também, de maneira usual, as condighes iniciais,

O problema da unicidade ¢ resolvide para dimenfo n < 4
utilizando-s¢ o método desenvolvido por M. 1. Visik ¢ 0. Al
Ladyzenskaya em [19],

UM RESULTADO DE REGULARIDADE

A sepuir, demonstraremos um leoremy de repularidade para o
problema (5), (6) ¢ (7).
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TEOREMA 2: Sejn £ um aberto limitado com fronteira ' bem
regular do IR, (n £ 4), d ¢ 2 definimos como em (3) ¢ (4).
Assumamos que os dados ipiciais satistagam (11). Entdo existe umi
dnica fungfio u: Q@ — IR na classe:

we I (0,T; Hy(Q)n HA (Q)) 61)
u e [7(0,T; Hi(Q)) (62)
u e L°(0,T;L(Q)) (63)

que & solugfio Lraca de (5), (6) e (7), ou seju:
(u' (), v)+a(u(t), V) +((u)t),v)=0,Vve H(Q) em 22']0,T[

(64)
u(0)=u, em H (Q)H(Q) (65)
u(0)=u, em Hy(Q) , . (66)

Demonstragiio:
Analogamenie a0 que foi [eito no Teotema 1 consideraremos uma base (D)

de H(Q) M H* () de modo que existam seqliéncias gy, Uy, WS gue:
e W NHYQ), u,, —>u, em H(Q)NH(Q) ©7

u()ln
1 ! -
ulm € H{J(Q)’ uhn — ui em HIJ(Q) (68)
u()m ? ulin € vm = [w()’ e ’mm] (69)
1
2 " x ETRITEY Y a -
EIU“'J +J(u,, ) < d (para m suficientemente grande)  (70)
1]
Seja u, ()= Z g, ()0, com os gy, a determinar satisfazendo a0
jm[ .
sistema de equagdes dilerenciais ordindrias nfio lineares:
um Evm m[m();""mlll] (71)

(u:n(f),C{J}.)+a(um(t),(ﬂj)+Jﬂ W (Dodx=0, [Sj<m (72)

| . 2
U (0)=ugy Uy, = Z O, @ —> Ug em Hy (Q)nH™ (),
i (73)

gy €W AH(Q)
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' 1 |
u (H=u,,,u,= Z ﬁjma)j —u, em Hy(Q),u,, € H, ()74
' i

Conforme 12 estimativa a puori do Teorema 1, temos (cf, (59) e
(601 gque: .
(u,) 6 limitado em L™ (0, T; Hy(Q)) (75)

(u'm) é limitado em L™ (0,T;L? (€)) (76)
Estabeleceremos, agora, uma estimativa A priori suplementar que
determinari n existéncin de uma solugiio cony;
u e L7 (0, T;HL(Q)) e u e L (0, T; L (Q))
~ Com efeito, derivando-se (72) com respeito d  varidvel t,
multiplicando-sepor g;m(t) e somando-se em j =1, ..., m, lemos:

L P O+ 2 u, (OO, (O =0 7
Contudo, face a desigualdade de Sewarz ¢ como H} (Q) < L'(Q):
[ w, (DU, (DU, (E)dx|<
= INCS N RO WIRIONCS = a8)
Skollw, (0 T, (O fu,, (1)

onde ky € uma constante positiva.
Assim, de (77) e (78), chegamos

S O+ (O} < 260w, O I, (O 3,0 09

Entretanto, de (75) temos que [Ju, (t)|<c,, Vt €[0,tm)| e Vm € -
IN. Logo, de {(79) vem que:

1dy . . | ,,
S g WO+, (OF ] < 26 [0, (O] i, (0] <
<kl OF +lu,(OF ), Vie[o,m] ¢ Vme

Integrando-se a desigualdade acimade Oat, (1 <)
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TIPS PURIPANTUSN SRRV (R
— " +— t)° < —fu (0)° +--|ju
2Ium( )1 2||um( )” 2|lm( )i 2” lm”

(80)
l ' “
+1<,L {ie s+ u’ () Jds
Por outro Tado, de (72) em parcticilar para (= O, temos:
|u'|'n(0)|2 —(_Auﬂm * UIII(O)) + L’l uﬁm um(o)dx = 0
Donde: :
|u m (D)|2 S |Auﬂml }llm(O)| + |u(21m| ium (0)|
¢ consequentement(e:

1“311(0)|2 S |Au0mt + !uf)m| (Hl)

Agora, de (73) ¢ do fato que HA(Q)L» If(Q)‘-* L?'(Q) segue-se
de (81) que:

lu (0)*<k,,Vm (82)
De (72) oblemos também: ‘
la, P sk,,Vm (83)
Desta forma, de (82) de (83) retornando-se a (80) podemos escrever:

1 . | Cfen a2 g ,
Elum(t)iz +—2—||u|n(t)||2 S k=l + kl,[] {' um(s)lh +||um(s)|2}ds (84)

Face a desigualdade de Gronwall de (84) oblemos:
u (OF +ju, (D] <C, Vim, Vte(0,tm]

Assim;

(u') & imitada em L7(0, T HL(2)) (85)
(u; )6 limitada em L0, T; 12{Q)) (86)
Analogamente ao Teorema I, a passagem ao limife assim como as
condigoes iniciais prova-se de maneira standard {cl. LL.Lions[O8]).
Resta-nos provar que;

ue L0, T;HAH(Q)) (87)

Com efeito, de (64) deduzimos qgue:
Au=u"+u2 (88)
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Contudo, de acordo com o Teorema de Sobolev H| (Q)‘—> L“(Q)
para <4, Desta forma, u’ e L7(0,T; L2(Q)) e de (63) > (8R)
deduzimos:

. Au e L7 (0, T; 12 (Q)) (8%)
e o resultado em (87) segue de acordo com os resultados de regularidade
das solughes de Lqudgou. lineares elipticas(cl.[01]).

A unicidade ¢ provada de maneira usual (cf, L. Lions{081).

A REGULARIDADE ESCONDIDA NO CASO LINEAR
No que segue provaremos o sepuinte resultado:

TEOREMA 3. A solugio @  do problema (13), (14), e (15)
juntamente com (16) satislaz as condigGes:
L((J)]

onde C ¢ uma conslante positiva ¢ Fy, ¢ a energia inicial do problema

JP
2
5 U@ e I5glnsd
ent guestio.

Demonstraciio;

12 Passo: Aproximagfio dos Dados Iniciais por Fungies Regutares

Primeiramente, aproximaremos @, @ e f por fungdes regulares
e resolveremos o problema regular, Com efeito, sejam (0,) e 8 € (Ay) v e
N fespectivamente, autolungdes ¢ autovatores do operador - definido pela
terna {HJ,(Q), L (Q), a(u, v)} onde:

a(u,v) = 2 J‘HEE-—@—d (89)

t

¢ a fodrmula de Dirichlet, Subemns, pelo Teorcma Espectral (conlorme

W,
JA,

Segue-se daf quu

[13] que ¢ completo em H(',(Q) ¢ (@) é completo em 'LZ(Q).

w @, e
Z (®y—=)) k22 5@, em Hy(Q) (90)

JA A,

o
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com @, , € Hy(Q)N H*(Q)
k
®,, =Y (®,0,)n, = em L(Q), com @, eH(Q) ©

vaz]

onde ((.,.) e (. ,.) sflo, respectivamente, os internos em H{;(Q) ¢
Lz(Q,) como T e L[*(0,T,L*(£2))existe (fk) CC’(O,T;HQ(Q)) tal

que:

f —2 s f em LP(0, T, L(Q)) (92)
Temos, para cada k € IN, o problema aproximado;
P,
5 —AD, =1,
s O, =0em X | 93)

b
D, (x,0)= D, ,(x), atk (x,0) =D, (x), xe
Com D, € H (Q)nH*(Q) e f, GC'(O,T;H:,(Q)), a drica

solugfio de (93) satisfaz:

‘@, e L"(0,T;H,(Q) N H*(Q))
R cmH Q) (94)

%%'e 12(0, T; L2 (Q))

conforme pode ser constatado em 1.L. Lions [10},
Constderando-se o produto escalar de ambos os ludos da La equagiio

em (93), com @, (t), obtemos:

bdy : :
S AL OF 12O ] = (0. 2L(6)
0 que implica: |
E () S B0 +[I£]1%,, ©5)

onde Ey (1) ¢ a energia do problema (93) no tempo .
Das convergéncias (90), (91) ¢ (92) temos, quando k — + oo

E (O +IE 1, 2 EO+IEF 0 08
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Como conseqiiéncia de (96) e da desigualdade de Gronwall, segue-sc
que dado € > O )

Lot LT[0 T k2K,  ©7)

onde a constante C > 0 ¢ independente de k, te
A estimativa em (97) permile-nos afimar qm,

(D) ¢limitadaem L7 (O,T;HJ)(Q))
(P,) ¢limitada emL(0,T; 12H{Q))
¢ conseqiicntemente temos a existéneia de subseqiiéncias que ainda
representamos por (Pl tal que:
O, — 2 @ fraco~* em L7(0,T,H,(Q))
oD e OD . -
kb kote 5T fraco—* em L7(0,T,LF(Q))
ot dt :
onde @ satisfaz (17) e é dnica solugio de (93).

(99)

20 Passo: Estimativas da Derivada Normal
. , . - , i
Consideremos as fungdes by em Q lais que h, e C' (L) e que h; =

v, em T, i=1,2, ...,n, cujaexisténeia ¢ garantida conforme I.L. Lions

[04]. Nesta seciio, usatemos a convengdo de soma usual, i.é., termaos

Como hi “ singnificam somas em 1 de | a n

A
!

Lema 5.1: Seja w e H () H? (L), Entiio;

dw Ja
— =, l,)_(l,.‘]‘ v, )

Jx; v

Demonstragio:

Sejn € € (Y e considerarmos Ee H™(Q), m>max(2/2,2), de
modo geu o (rago ¥, sobre T seja . A existéncia de { ¢ parantida
posto que ‘W) < H" (1), Tcmm'

d d
| (e, $ydx = IR —(coh Odr =], wgdr
Q a ax
para {odo g € @ﬂ( 7). Obtemos lambun que:
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9 9 ? (wh 7 I %
J. 5_7(@11 Odx= |, vfgj(wl*;CJdr=fr";§;¢dr= | _a;fgdr

c poxtanto qegua, se quc
j W, ——Cdr J ——Cdr para todo £ € ‘AT, [
r
Sejn P na classe ()4) solugiio de (93). Mullipliqguemos ambos 0s
dD,
Lok,

1

lados da 12 equagio de ( e integremosem Q@ para obler:
p

oD, oD, 2P,
e dxdt—qumkhjma;;—dxdt =], fih, 5, dudt(100

J, @,
obtemos:

[, @b, ﬁ“dxdt N-['[ n,

t=T
onde N = L).[hf —a;x—"(bﬂ} dx

i=o

1.9 (@)
20,

dxdt

J.nhiwa%((bkl)zdxdt—_]‘ h(®, Y vdzs - j (@, )? 'd dt

i l
Conseqiientemente, pelo fato de @ (f) e H) () em 10, T, temos:

.. oD 1 s 2. Oy
[ @, 8)(“dxdt=N+—2—L((Dk) h,S-bdxde (10D

i i
Aplicando-se a f6emula de Green & 2% expressfio @ esquerda da
igualdade em (110) e face ao Lema 5.1 obtemos:
oD,
A®, h, —dxdt =
Q X

f

R e N

(102)
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Contudo:

Jd, o
Lo {a &__}d ai=

.
(Dk:l (det+J; JA( 9%, o, a(I)Ld dt =
. ]

J- 92 [ ox ax ax ox,

il

Aplicando-se o Lema 5.1 & primeira integral no segundo membro da
igualdade acima, obfemos:

—L AD aaq’kd dt~-—_[ [ 5 szh

——JJ de)j——'d dt + JJ;: a(b ah kclxd

d®,_ oh, db
9 ax ax Jx;

—E dxdt

(103)

Substituindo-se (101), (103) em (100) obtemos para todo t € [0,T] e
kelN:

2 ]:BV ]“’3 Nef S [1((Dk’(t)>2—%|wk|‘*]dxdr+

dP, J ) oD,
Jn Jg ax a): ,-ddtJ. th Ew dxdt

i

Usando a desigualdade (97) no 2° membro da tiltima igualdade,

obtemos;
j L av

onde C > 0 nfio depende de K, Ey | €.

d): < C{E +[E]

LA(0.T;L2¢00) + 8}
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o0, — y fraco em L’ (0, T;L*(I")) quando k —> +eo(104)
v
e como £ é arbitririo, temos: ‘ ' ‘
2 -
}xh s C{ED +Hf Lz(O.T;Lz(D,)} (105)

32 Passo: Traco da Derivada Normal
Neste contexto provaremos que se @ € solugdo de (13) - (15), que ¢
obtida como um limite de solugiio P de (93), como em (99), entdo:

_oP

e

Como fel2(0,T;L*(Q)), @ eLl’(0,T;I7(Q)) existem
p,q € L0, T;Hy (Q)NH*(Q)) tais que:

{—Ap =f em Q . {—Ap =@ em Q

(106)

p=0em I q=0em I’

conforme pode ser constadado em [10},
Provaremos, a seguir,

Lema 5,2:
®=p-q em L2(0,T;H) ()N H(Q))+H(0,T;Hy(Q)n H*(Q)).

Demonstraciio:

No que segue, (rabalharemos com a extensio do operador -A a0 L),
ou seja:

(-A): () - [Hy (@) naH{Q)]

definido por:
<(~A) u,v>=(u,(~A)), Vue 12(Q), Vv e H{(Q) n H*(Q)
bem entendido que estamos identificando L2(€2) com seu dual, Por abuso
de notagiio ainda escreveremos (-A) ao invés de ((A)* .

Como @ el2(0,T,I2{Q)) entdo @ eH'(0,T,L*(Q)).
conseglienteniente a solugiio @ de (13) - (15) satisfaz:
—AD=F-® em LX0,T;I*(Q))+H"'(0, T, (2)) (107

Logo, de (106) e (107) chegamos &
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CAD=F-D = (—Ap)~ (—Aq) e L2 (0,T3LY (2))+H ™ (0,T;L ()
‘ : ' R ' (108)
Consideremos, agory, 6 € (0, T), Entiio, de (108) oblemos: -
< —AD,0>=<—~Ap,0>+ <—Ag,0 ">
ou aindy
T : ‘ T o T s
[ (~a®)odt= [ (-Ap)6di+ | (~Aq)6 'dt
Logo:
T _ r | T ‘
(-] wodr| - o), pode |+ a)[f] a6 |
¢ portanto;
. T ' -
(—A)Uﬂ wodt- [ q6 dt]:(-A)“u det] (109)
D unicidade de solugtes do pr(_)bléma:
AU=0 em Q
U=0 em I
a tgualdade em (109) implica:
4 T T
[[@odt-[ q0dt=] podt
ou ainda;
<®D,0>=<p—q,0> VOeDT)
0 que implica que:
®=p-q em L0, T;H (Q)H Q)+
+ H'(0, T;H QYN H*(Q)) c HT'(0, T;H, (@) H* (Q)) . &
(L10)
No que se, usaremos a aplicagiio (rago:
v H'(0, T;H () — H'(0, T;H™*(T))
Convém notar que de (110) obtemos:
¥, @ e H'(0, T, H"*(T)) C 1D
Seja Dk a solugiio aproximada introduzida em (93). Entiio:
~AD, =f, ~ D,
¢ de acordo com o Lema 5.2, oblemos:

q)kﬂpk—q'k onde ~Ap, =f, ¢ —-Aqk=cp'k
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¢ de acorde com o Lema 5.2, oblemos:
®, =p,—q, onde —Ap, =f e —Aq, =P,
Temos tunbém que:

Y,®, € H'(0, T,H"™*(I"))

pot tazdes andlogas ao exposto anteriormente. Disso, Provamos que:

¥y @, = 7@ em H'(0,T;H™(IN) (112)

KD
De (104) e (112} segue-se que ¥ = 7 B
Y
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SOBRE RETICULADOS DE BANACH MULTIPLICATIVOS
DE FUNGOES

Paulo Aréas Burlandy*

RESUMO. Neste artigo, apreseatamos exemplos de reticulados de Banach
multiplicativos de lungfes ¢ uma peneralizagiio do (eorema dos operadores
lincares positivos, a n de caracierizar a classe de todos os reticulados de
Banach mulliplicativos uniformemente [echados de fungdes.

Paluvras-chave: Banach, Fungtes, Multiplicativos, Reticulados,

ABSTRACT, ON MULTIPLICATIVE BANACH FUNCTION LATTICES. In
this paper we present examples of multiplicative Banach [unction Lattices and a
generalization of the positive linear operutors theorem in order to characlerize
the class of all unilformly closed multiplicative Banach function latiices,

Key words: Banach, Function, Multiplicative, Lattices,

INTRODUGAO

No seu célebre artigo "Applications of the theory of Boolean rings 10
peneral topology”, publicado em 1937, M. H. Stone estabeleceu o que hoje
denominamos  teorema  de  Stone-Weiersirass,  Desde  entfio,  virdos
matemdicos @m se inspirado no trabalho de Stone para desenvolver
pesquisas,

Em 1986, no artipo "The Stone-Weierstrass (heorem and o class of
Bunach Tlatlice algebras", G, Zapala apresenlou  uma  brilhanie
peneralizagio do leorema de Stone-Weierstrass, introduzindo um novo
cottexio para o (rato de quesldcs refativas A (eorfa da aproximagio, a
saber, a classe dos reticulados de Banach mulliplicativos de Tungfes. Na
verdade, esta denominagio s6 {oi usada no seu artigo "On dense
subalgebras of Danach algebras”" de 1987, Neste artipo, Zapata cifou que

Departamente de Matemdtica, Universidade Estadual de Maringd, Av. Colombo, 3680,
Campus Universitario, 87020-900 - Maringd, Parand, Brasil,
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I
apropriedade [ € F, = [ € F caracteriza a classe dos reticulados de
Banach mul(iplicativos uniformemente fechados de lungoes,

Na tenlativa de provar (al cavacterizagio, estabelecemos uma
seneralizagiio do (eorema dos operadores lineares positivos, cuja relacio
com a teorin dos teticulados de Banach ainda ndo foi suficientemente
investigada, Nosso objelivo ¢ mostrar que a classe dos reticutados de
Banach multiplicativos de fungdes ¢ rica de exemplos ¢, lambém,
apresentar a generalizagfio mencionada acima e uma de suas aplicagdes,
sabet, a caracterizagiio citada por Zapata,

NOTACAO E TERMINOLOGIA

Nestas notas, X denotard um conjunto nfio vazio. Também, a fim de
simplificar notagies, haverd referéncias a X do tipo "o espago {opoldgico X",

.Seja Fum espago vetorial de fungfes reais delinidas em X. Dizemos
F & reticulado vetorial se fe Fimplica Il e F e se /2 e Fpuratodo f€ F,
dizemos que F ¢ multiplicativo, Seja Il uma semiforma sobre F.
Dizemos que Il If é crescente se f; g € FLf1 <1 g1 implicam que Il /11 =
Il g I, & completa sobre F se o espago (Fll 1) € completo. Um reticulado
vetorial F ¢ dito um reticulado de Bunach se existe uma norma crescente
e completa sobre F, Sejam & ¢ G reticulados vetoriais, um operador T F
— G é positivo se T(F,) < G, onde , paraum reiculado vetorial A,

H, ={fell;f20

Seja F um conjunto de fungdes reais definidas em X, Um subconjunto G
de Fésolidoem FsefeF geG, I fIS| g limplicam f € G.
Denotaremos por B(X) o reliculado de Banach de todas as funges reais
limitadas definidas em X e [F lle € a norma do suptemo sobre B(X). Dizemos
que F < B(X) é uniformemente fechado pata indicar que £ ¢ fechado no
reticulado de Banach B(X).
No que segue, consideraremos apenas espagos de [ungdes.

EXEMPLOS

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de espagos na classe MBL (X)
de todos os reticulados de Banach multiplicativos de fungdes reais
delinidas no conjunto X,
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Exemplo 1. Seja A(X) a classe de (odas as subdigebras fechadas de
B(X). Pelo (corema de aproximacgio de Weierstrass (cf. Rudin, 1964),
todo F e A(X) ¢ um reticulado vetorial, Portanto, a classe A(X) ¢é
constituida  de todos os reficutados de  Banach  multiplcativos
uniformemente fechados, Em particular, B(X) e MBL(X) e os espagos de
seqiiéneias reais /7, c,c, € MBL(IN). Também, se¢ X ¢ um espago
topoldgico, o espaco Cp(X) das fungdes reais continuas e limitadas em X
e, supondo X localmente compaclo, o espago Cp (X) das lungBes reais
continuas que se anulam no infinifo sfo elementos de MBL(X).

Note que A(X) # MBL(X) se X ¢ inlinito, De fato, sendo X infinilo, 0
espaco H(X) das funcBes reais integriveis com relacfio & "counling
measure” (cf. Rudin, 1966) é um reticulado de Banach multiplicativo mas
nfio ¢ unilormemente lechado, Por outro Tado, & claro que AX)=MBL(X) sc X
& finito, ortanto, ACX)=MBL(X) sc, e somenle se, X & [inilo,

Exemplo 2. Seja M uma o-dlgebra em X ¢ seja M (X):=M(X) N B(X),
onde M(X) denota o espaco das fungdes reais M - mensurdyeis. Se F ¢ um
subcojunto nio-vazio solido em M (X) e fechado para a adi¢lo, entfio F ¢
um reticulado verorial multiplicativo, Portanto, lodo reticulado de Banach
solido em M, (X) estd na classe MBL(X). Como casos particulares, femos:

() Sejaw : X—>IR M - mensurivel, w 2 1, Entfo,
- Mw)i={f e M(X), wflimitada}
¢ um reticulado vetorial s6lido em My, (X) e a norma crescente

LA1]:=Ihwr L, S € MQw),
& completa sobre M(w). Portanto, M(w) € MBL(X).

(b} Seju pw uma medida positiva em M ¢ seja B(y=L{L) M BX),
onde L{t) ¢ o espaco da fungdes reais p-integriveis, Note que B{) é um
reticulado vetorial sélido em Mp(X) ¢ a norma crescente

/= max{{| /1L AN Y /e B(w),
Sli=[1A1dp. Batio, B(ry e MBLCY)

Nos exemplos seguintes, considetaremos X um espago de HausdorfF
localmente compacio,

é completa sobre B(w), onde

Exemplo 3. Seja gt uma medida de Radon positiva em X, O reticulado
vetorial = C, (X)) L{{) & muliplicativo e, além disso, a norma
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A= max{{| £l N d S € F,

¢ crescente e completa sobte F. Tambén, G=Cy(X) n L) ¢ um
subespago fechado de F. Logo, F, G e MBL(X).

Exemplo 4. Sejo w:X — IR semicont{nua superiormente, w 2 1. O
espago
Cp(X)i= ={f € C(X); wf ¢ limiladal},

onde C(X) denota o espago das funges reais contfouas em X, ¢ um
teticulado vetorinl multiplicativo e a norma crescente

1A 1:=lhef . S € G (X)),
¢ complela sobre C),,(X). Também,
C,,o(X):={f € C(X); wf sc anula no infinito}
€ um subespago fechado de C,;,(X). Pottanto, C,p(X), C,.oX)  MBL(X).
Observagiio. Todos os exemplos anteriotes sfio de espagos e fungdes
limitadas. Isto ndo € acidental. Na verdade, se F ¢ um reticutado de

Banach multiplicativo, entfio F < B(X). Para a dunons{mgao deste falo,
veja Zapala, 1987,

UMA GENERALIZAC/X() DO TEORENMA DOS OPERADORLS
LINEARES POSITIVOS

O teorema dos operadores lineares positivos ¢ fundamental na teoria

dos reticulados de Banach. O resultado seguinte ¢ uma generalizaglio
deste teorema, Suas aplicagdes ainda nfio foram traladas especificamente mas,
de imediato, a utitizaremos para estabelecer uma caraclerizagfio da classe de
todos os reticulados de Banach multiplicativos uniformemente fechados.
Teorema 1. Seja F um reticulado de Banach ¢ @: F — IR tal que

(a) frg e Flf1slgl= o(f) = ¢(g);
(0) plof )=lof( /), Ve Q,Vf € F.
Se [l é uma norma crescente e completa sobre F, entdo existe C>0 tal que

e(YSCUSIL Vel

Demonstragdo. Supondo a conclusfio [alsa, lemos que
sup{@(f); /€ Fl |1} =ee.

Entiio, existe uma sequéncia (f,) em F Lal que
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I/ lisle@(f,)24", VnelN.
p

Como F ¢ um espago de Banach ¢ Z”""":”:"”< oo, entiio Zm:f

n=0 n=()

converpt em F, digamos par f € F. Fixemos n € IN e seja

m f f
=y sb_dA yne [N
gm ;2, 2”
En{fo
: .7
n=lime = -2
l[‘; t‘:m . 2,,

(]

, Vmzn.

g, —leli<le, —g

M

Logo, g=lgl>0, ou seju, —2)(’—' < /. Portanto,

_‘E%é:l so(f), VnelN,

donde
2"<e(f), VnelN,
o que ¢ uma contradigio, L]

Coroldrio | (Teorema dos operadores lineares positivos). Scjam Fum
reliculado vetorial e (G, 1) um reticulado seminormado, Suponha que
exista uma norma crescente ¢ completa lHl sobre Feseja T: F — G um
opetador adiivo ¢ positivo, Entfio, existe C > 0 (al que ‘

Iy g 1 t d d
NTCHI'=ClAL N el
Demonstragio. Seja
e v op
o()=NTASDI fe k.

Note que ¢ satislaz as condigoes (a) ¢ (b) do teorema 1. Entflo, existe

C>0 tal que

()TN Y e F,
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donde

|, v/ er. O

I7CON=CiLs

Corolirio 2.

(1) Um reticulado vetorial admite, no méximo, uma norma crescente
e compieta no seguinte sentido: duas dessas normas CH{Y
equivalentes,

(b) Todo operador aditivo ¢ posilivo de um reticulado de Banach em
um reticulado normado ¢ continuo ¢ homogéneo.

Demontragiic.

() Basta ocnsiderar 0 operador identidade ¢ aplicar o coroldrio 1.

(b) A continuidade segue tiviatmente do coroliwio 1, Para estabelecer o
homogeneidade, basta  notar  que  (odo  operador  aditivo ¢
racionalmente homogéneo ¢, em seguida, usin & continuidade. [J

UMA CARACTERIZACAOQ DOS RETICULADOS DE BANACH
MULTIPLICATIVOS UNIFORMEMENTE FECHADOS

Em peral, identificar caso a caso os reticulados de Banach
multiplicativos  uniformemente  fechados  nfo ¢ tarefa imediata,
Considerando o conjunto X infinilo, vejamos dois casos:

(1} M(w) € A(X) se, ¢ somenle s¢, a funglo w é limitada,

De fato, supondo M(w) uniformemente fechado temos que & norma l [
& crescente ¢ completa-sobre M(w). Entfio, pelo coroldrio 1, existe C>0 wl

que

I 1 < CIL /b, ¥f € M),
Por outto lado, para cada i € IN, scjam A, = (~ee,n) e X, a funglio
caracleristica de A, Nole gue
A eMeldswy, <n
Donde y,, € M(w), Vi € IN, Em particular,
wy, <Clx L sSC, Ve IN.

Como wy,» w pontualmenie, entiio w<C. A reciproca € clara,

(2) B(ueA(X} se, e somenfe se, 4 medida g ¢é limitada (isto &,
sup{H(A),AeM, [{A)<eo } < o).
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Com efeito, supondo f ilimilada, existe uma seqiiéncia (A,)) em M (al

que
nsp(d)<e, nelN.
Seja
=) - X, 2l
2,‘ it A)
Como
| 1
0< xng*j, VHEI,
nu(A) s

entdo (f,) ¢ uma sequéncia em B() unilormemente convergenie, No
entanto, f& B{u). De fato, se f € B(pt) entiio

i l
S fdus [ i, oz,
;i J.j”C n“ J.fc H n

o que nfio é verdade. A reciproca ¢ clara,
A seguir, mostraremos que a propriedade
1

feF = f*eF

caracleriza u classe A(X).
1

|
Lema L [L/F L =IL/15. V7 e B(X).

i 1
Demonstragio. Seja /€ BX). Como [fl < Al entio | £12 S| f1]2 ¢

! 1 1 1
assim, || | /12 1, SILAIE . Por owtro Tado, visto que | [P <)) | /8],
! ! 1
segue que | A1 AP e assim, S LA, Portanto,
| {
=1 -
Teorema 2, Se e MBL(X), sfio equivalenies,

(a) F ¢ fechado em B(X)
(h) Fe A(X)
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i
()fe F,= el

Demonstrago.

() = (b

Claro,

(b)) = (©)

Seju f € F,, f£ 1 Pelo teorema de aproximagiio de Welersirass,

|

existe uma  seqiéneia (p,) de  polindmios tais  que  p(H— t?
uniformenente [

a
3

em [0, 1] e p,(0)= 0, Vi e IN. Entilo, pof € F,.¥ne N
1 i
e p,Of—> [ uniformemente. Portanto, f* € F.
() = ()

Seja Il 1 uma norma crescente ¢ completa sobre £ e seja

1
N, [y 2 .
e( =S, S ek
Nole que estd sob as condigbes do leoremi L. Bntiio, existe C > 0 tal
que

/RIS wf e .

Por outro lado,

' !
WA LARI LA Ve

¢, porfan{o,

I 1
NP NsCE LR N, Ve T
Assim sendo, segue gue
L= ClS e, VI e £,

o que mostra que F € fechado em B(X), []
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SOBRE UMA CLASSE DE EQUAGOES DE EVOLUGAO NAO
LINEARES EM ESPAGCOS DE BANACH

Daoherty Andrade”

RESUMO. Neste trabalho provamos a existéncia de solugio. Jocal para classe de
cquagdes de evolugiio

du
— A () 3L
p(ry) | HAGHOED)

w()=xeD(A(s5)),0S st T
em espacos de Banach. Como exemplo, estudamos a equagio da onda nifo linear

na presenga de uma forga externa,
Palavras-chave: Operadores Acretivos, Solugiio Integral.

ABSTRACT. ON A CLASS OF NONLINEAR EVOLUTION EQUATIONS
IN BANACH SPACES. In this paper we study the existence of local solutions of
a class of nonlingar evolution equations

it
, — 4 A (1) 3 (Fur)
P(Fu,x) ot
w(0)=xeD(A($)),08s<1T
in Banach spaces. We study (he nonlinear wave equalion in the presence ol an

cxiernal force.
Key words: Accretive Operalors, Integral Solution,

INTRODUCAO

Estudaremos aqui uma classe de problemas abstratos de Cauchy,
associados a uma familia A(), 0 £/ < 7, de operadores m-acretivos sobre

Departamento de Matematica, Unlversidade Estadual de Maringd, Av. Colambe, 3690,
Campus Universitario, 87020-900 - Maringd, Parand, Brasil.
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um espago de Banach X. Isto ¢, vamos estudar a existéneia de solugio
local para problemas da forma

du
et A1 (1 I
P(Fix) » ADu(t)ys3(Fu)

w(0y=xeD(A(s)),0ss<st=T

onde I 1 C([0,7]; X) — C([0,T]:X) ¢ um 6[)cl‘ad01' continuo e D{A(s)) ¢ o
dominio do operador A(s).

A cxisténcia de solugdes de problemas abstratos deste tipo com
Fu= fel){0,7,X) e A(f) satisfazendo hipoteses adicionais tem sido
obtida por meio de esquemas discretos. Veja Pavel (1987).

Admitiremos que valem as seguintes condigdes:

El- Para a<ssisT<h,A20, podendo acontecer d=-—°° ou
b =oo, existem /1 ; (a,b) — X continua ¢ £ : RT — RY limitada sobre

3

subconjutos limitados satisfazendo
lix, = x|l (= x,) + A = 1 WA NACE) = BEOILA |, 1)
para todo (x|, ¥1) € A(), (v, y2) € A(s).
E2- Se ¢, Liem (5, T, x, € DUA() & ¥, = x em X, cntdo
xe D(A(N).
Pode-se provar que na presenga da m-acretividade de A(f) mais as

hipotescs El ¢ E2, os dominios D(A(f)) independem de /, veja (Pavel,
1987). Logo, suponios em P(I1,x) que

D= D(A(1)) = D(A(0))

cu(y=xeb.

Usaremos a notagio

2 2

e+ = x|l

(%, 1)+ =<y$-’\-'>1,':hlll§| il ]l
o 24

Observamos que em El, se s =/ e/ =0o0u L =0, entlio obteremos o
conceito antigo de acretividade (veja Pavel, 1987 ou Vesely, 1989).
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Por uma solugio integral, em [s, 7], de P(fx) entendemos uma fungio
# continua em [s, 7], satisfazendo:

, - 2 2 - -
) lu () = x||” £lju(ty—x]|| +2J.f [<f(s)y=yu(s)—x>,

+elu(S) = x||.|Jh(s) = ()| 1ds,

onde
¢ =max{L(a), L{x]D}, ¢ =supdlln()lis S/ ST},

SSISFSI<T rels,T] e (x,v) € A(F).

20) 1u(s) = x,
31) u(r) € D{A{r)), para quase todo / € |5, T].

Por uma solugfio forte de P(fx) em [s, 7], entendemos uma fungio
it s, 712X satisfazendo:
liy n ¢ continua em [s,7] e absolutamente continua em subconjuntos
compactos de (s,7);
28y u(f) € D(A(1)), para quase todo T € (5, 7);
3i) u ¢ fortemente diferenciavel em quase toda parte de (s,7) ¢ satisfaz
P(f,x) para quase todo ¢ € (s, ).

Para /e C([0,7];X),x € D{(A(s)) e A(t), 0 <t £ T, satisfazendo El ¢
E2 (veja Pavel, 1987), o problema F(fx) é bem posto, isto ¢, possui uma
tnica solugdio integral e, além disso, se # ¢ v sdo, respectivamente,
solugGes integrais de P(£x,) ¢ P(g,x,), entdo, temos

at(2) = (NSl (r) ~ p(,-)n+j:ll./‘(ﬂc) —g(Di|dt 0<s<r<y<T,

Denotamos por By o operador de Benilan-Pavel, que a cada /'€
LI(O,T;X) associa a vmica solugdo integral de P(x) em [0,7]. A
desigualdade acima mostra que o operador de Benilan-Pavel depende,
confinyamente, dos dados iniciais,

Por wma solugdo local em [0,r], 0<# < T, para P(Fir.x), entendemos uma
funcdo conttnua 7 : [0,/]— D, u(0) = x ¢ # sendo, o ponto fixo do operador

TpByI'E,  C(10,r1,X) — C([0,r].0),
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onde E,. C([0,1,X) = C([O,‘)‘]‘,_X) ¢ T C([0,T1X) — C([0,7]:X) sdo dados,
respectivamente, por (Ta)(ry=u(t) c

w(1),1el0,r]

(E,.-u)(!) =
w(r), telr, Tl

Admitimos também que I ¢ um operador causal. Neste caso, toda
solugfio local sobre [0,5] ¢ também solugdo local sobre [0,r], se r < 5.
Agora estamos prontos para cnuneiar um resultado de existéneia,

TEOREMA DE EXISTENCIA

Teorema - Sejam X espago de Banach, A(t), 0 <t < T wma familia de
operadores m-acrefivos satisfazendo £21 ¢ 2 e Fum operador conlinno
em C(0,T1;X), que aplica subconjunios {imitados em subconjuntos
uniformemente integraveis. Além disso, suponha que vale pelo menos
wma das condigdes:

1i) B F ¢ compacio,

2i) existe ¢ : C([0,T];X) = R semicontinua inferior ial que

v = Bl < p(v) = (B V),
3i) existe @ : RY — RY semicontinua superior tal gue @t} <1 ¢
|| Bt = B vl < gl = Vi),

u, v e C(0,7T),X).

Entdo, dado x € D, o problema P(Iu, x) tem, pelo menos, und
solugdo local num infervalo (0,8). Além disso, o conjunio solugdio ¢
fechado ¢ limitado em C([0,81.X).

Prova: Dados £> 0 ¢ u, a Gnica solugdo integral de P(0,x), que existe por
(Pavel, 1987). Definimos:

C.={ne C0, 71X () —u{Dlls e, (€ [0,71, #(0)=x}

que ¢ ndo vazio, convexo, limitado e fechado em C([0,7]:X). Para re
0,71, escrevemos C; = T(C,) que também é convexo, limitado e fechado.
£ I c B
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Considere S, = {n e C([0,TLX); |1l Sl e}

Entio, claramente /72,(Cl)  S,. Como S, ¢ limitado segue que I1(S,) ¢
uniformemente integravel e assim para este £> 0 dado, existe d € (0,7] tal
que

)
[rendas<e, vrers,).
Tomando r =6 e ve C;.s , temos
&
(T B FLEg Y 8) — Tgtig (Ol=N (B FEgvI(8) — g (8)]|€ jﬂl{FEav(s)HdsS E,
pois (B.J7L gv) ¢ solugio integral de P(BuI"Egvx) e (IFEsv) € C(I0.T1:X).
Logo,
(BFENCT < CF.

Segue das condigdes 11), 21) ou 3i) que existe uma solugfo local sobre

[0,0] para o problema P(Fu,x).

Argumentos usuais nos permitem provar facilmente que o conjunto de
solugdes & limitado e fechado em C([0,6]; X).

Exemplos.

a) Seja I: C([0,7].X) — C([0,7]; X) continuo tal que cada K < C{[0,7].X)
limitado existe g4 LYO,7'R*) tal que

/(DN g, (1)

para quase todo ¢ € [0,7] ¢ f e F(K). Entdo, se i) ou 2i) oy 3i) do
teorema ¢ satisfeito, o problema P(Fir,x) tem solugio local.

b) Se I7: X — X & uma contragio linear com constante C < /T, defina
FC0,T],X) = C(0,T1:..X) dada por F(u) = F(u(")). Entio F aplica
subconjuntos limitados em subconjuntos uniformemente integraveis ¢
(B, F") satisfaz 3i) do teorema com (1) = C7.
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¢) Por outro lado se By" ¢ contragho com constante K < 1, B, I" satisfaz

. | .
2i) do teorema com @(v) = TMI_K_RV - B IV.,.

d) Se¢ IF ¢ compacto, entdo 77 aplica subconjuntos limitados cin
subconjuntos uniformemente integraveis. Além disso, (B [) ¢ compacto,
satisfazendo a condigfio Li) do teorema,
Em cada caso o problema P(Fu,x) tem uma solugdio local.
Para o proximo exemplo precisaremos do seguinte resultado:

Corolario - Seja A(1), 0 < ¢ £ T, wma familia de operadores m-acretivos,
satisfazendo K1 ¢ E2. Seja F: C([0,1]; X) —» C({0,71; X} operador tal
‘que

| Fu(t) — Fu(t)||S ef|ju—vi.,.
‘Entdo, o problema P(Iu,x) tem nma solugdo local
Prova: Como [ leva subconjuntos limitados em uniformenicnte
integraveis, seguindo os passos da prova do teorema, cxiste o> 0tal que

(LBFENC]) < CF.

Além disso, paran ¢ vem C‘f temos

— Fu(s)l|ds.

B, F () (1) ~ B (DI _[0_1 Fu(s
Segue que ' S
B F0)(0) = BE) OIS ==V

€ portanto,
e l

H " , [‘ }
IBEY = (B 5 7 l),uw vl
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ol

(n+ i)

Logo, para n suficientememente grande tem-se quc <1 e, assim,

(T'sByI°L5 ) tem um ponto fixo,

Agora podemos provar que a cquagio da onda tem solugdo local. Veja
também Barbu (1976) ¢ Morosanu (1988).

¢) (Equagiio da Onda) Seja Q <RN um aberto limitado com fronteira
suave I" ¢ o problema

s
T

=7 —Arr+ﬁ(—3:—l)3(ﬁf)(l,x) cn{ Rt=Q,

n(G,xy=m(x) ¢ Q’—’(o,x) =y, (x), em £
o _
Fisicamente a equagiio descreve as vibragdes de uma membrana cldstica
com fronteira fixa e sujeita is forgas de atrito 3 ¢ externa /.
Suponha que:
1) 1200, TE L2(€2) = C(10,7); 12 (£Y)) satisfaz
|fir(r) = o) et v,

para quase todo f € 0,77,

2) P ¢ operador mondtono maximal com 3 (0) 3 0,
Fixado / = 0, #() denotara a fungfio x — wu(/,x). Fazendo

du t i
V= ‘““‘““““,U = € U() = .
ol v Vg

Como [3 ¢ monotono maximal ¢ 3 (0) 2 0 existe /1 R — (-o0, oo] tal que
df = . Considere : H(€2) — (—o=,=e| dada por

J, Fv(X))dy, se jove Ll (£2)
p(y) =970 7

+ 0, caso contririo,
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Claramente ¢ é proprin, convexa ¢ semicontinua inferior ¢ sua extensfio a
. , . - . - HI

L2(Q)) também. Scja entio 3= dep, definida em D(/3) < [1) (£2), portanto

f# ¢ mondtono maximal. Sabemos que ~ATH) () — H' () também &

monotono maximal. Lembramos que os mergulhios
HU(Q)y— D) — H()

sfio compactos. Entdo, s¢

resulta que

AU =| _i .
[—An+ﬁ(v):|

e obtemos o seguinte problema abstrato de Cauchy:

U AU FU)(1),120

(*) di ,
U0y=U,

onde U/ & C([0, 7], Hy(€2) X I*(L2)),

FC0,TLHNQ) X () = C(0, T H,()) com FU = [{uy) =
(0,firy ¢ o espago de Banach ¢X = H)(£2)x L’(Q), munido do produto
interno (U, U5 ) =J_ Vi Vi, dx +J vyvodx, onde U; = (1,,v;).

Q Q

O operador 4 e seu dominio sdo
DAY= {(pq) € (Hy (I, (=Ap+Pla) L (Q)=2B}c X,

A(p,gy={-qtx (—Ap+f3(p))m L2 (X,
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para todo (p,q) € D(A). Sabemos dc (Barbu, 1976) que A ¢ mondtono
maximal ¢ que D(A4) ¢ dado por

D(A) = H) () x{Ee (L), &(x)e D()) ac xed}
Como F satisfaz
|[FU (1) = U (8 ef iy =1,

onde [J; = (11;, v;). Segue do corolirio que o problema (¥} acima tem uma

soluciio local integral.
Um importantc caso particular da cquagiio da onda nfo linear ¢
Fu  du i - .
el —— oy sign{~—} 3 f(r,u),1 > 0,x €[, 1}
R A A [
n(f,0=0 wu(/,1)=0 >0

que descreve as vibragdes de uma corda de comprimento I, com as
extremidades fixas numa superficic solida plana, que opde ao movimento

. . .
da corda uma forga de atrito de magnitude sign (—(jw!t).
¢
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CORRESPONDENCIAS ENTRE 0OS IDEAIS PRIMOS DO ANEL DE
"WITT SOBRE UM ANEL LOCAL, ORDENS E ASSINATURAS

Rosali Brusamarelio”

RESUMO. Neste trabalho cstudamos a teoria de formas quadrilicas. sobre..
anéis locais, sem a hipdlese que 2 ¢ inversivel no anel. Nosso objclivo ¢
estabelecer uma correspondéncia biunivoca enlre o conjunio dos ideais
minimais do Anel de Wilt sobre um anel local ¢ o conjunto das ordens
maximais desie anel, Esta correspond@ncia ja foi estabelecida por Kanzaki e
Kitamura quando 2 € inversfvel no anel local,

Palavras-chave: Ordens, Assinaturas, Ideais Primos ¢ Anel de Witl,

ABSTRACT. CORRESPONDENCE BETWEEN PRIME IDEALS OF WITT
RING OVER A LOCAL RING, ORDERS AND SIGNATURES. In this work
we study the quadratic forms theory over local rings without referring to Lhe
hypotbesis that 2 is inverlible, Our aim is lo cstablish a one to one
comrespondence between the set of the minimal prime ideals of Will Ring over a
local ring and Lhe set of maximal orders of this ring, This correspondence has
already been eslablished by Kanzaki and Kitanuea when 2 is inverlible over the
local ring.

Key words: Orders, Signatures, Prime Ideals and Wilt Ring,

INTRODUCAO

Em 1973, Lam estabeleceu uma correspondéncia biunfvoca entre o
~conjunto dos ideais primos minimais do Anel de Witt de um cotpo de
caracteristica distinta de 2 ¢ o conjunio das ordens deste corpo. Neste
artigo  vamos estudar esta ummposdenud quando, no lugar destes
corpos, livermos uin anel local. :
Vamos considerar sempre A um anel local W(A) o anel de Will sobre
A, Usamos a terminologin biisica e falos bdsicos sobre formas quadeiticas
como dados em Baeza (1978). Por Dias (1988), os elementos de W(A)

Departamento de Matemdtica, Universidade Estadual de Maringd, Av. Colomba, 3690,
Campus Universitdrio, 87020-900 - Maringd, Parang, Brasl,
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podem ser escritos da forma <o >l<oy>Ll. L<a, >, onde
< 0, > denota um madulo bilinear unidimensional {Ae, b), (al que

ble, ¢) = oy ¢ os o slo unidades de A, Uma assinatura ¢ de A ¢ um
homomorlismo do and W(A) no anel Z dos inteiros. Denolamos por
Ass(A) o conjunto das assinaturas de A, Apenas enunciamos o resuftado
sepuinle que serd ulilizado no decorrer do trabalho, Sua demonstragiio
pode ser enconlrada em Knebusch (F972),

Lema 1 Se & € Ass(A), entdo .

(Yo (<—l>)w -

(if) Se ..., 0, sdo wnidades de A con (<o »)=.=0(<o,>) =1t
Yoo ¥n e!emuno.v de A tais que B = ’}/l ocl+..,+}/”(x” é una rm.ldn'de de
A entdoo (<B>) =1

Um subconjunto P < A é uma ordent de A se:

{e) P + PcP

P ‘Pcp

(yPO-P)=

() P n (-P)= P, com P €8pecA.

O ideal primo P ¢ chamado suporte da ordem P. Dizemos que P
uma ordem maxinmal de A se P ¢ maximal com relagio & inclusdo.
Denotanos por O (A) o conjunto de todas as ordens de A ¢ por O,(A) ©
conjunto das ordens mrmnmm de A.

Dul(muno\ por A¥o grupo das unidades do anel A, Um subconjunto
PcA™ ¢umaorn dem dus unidades se.

(u)Pu-P:A
(PN -F=0
{O)P.PcCP

) (P+P)NA*¥C p.

Kanzaki & Kitamura, em 1972, estabeleceram uma cotrespondéncia
biunfvoca entre o conjunto das ideais primos minimais do Anel de Witl
sobre um anel focal em que 2 é inversivel ¢ o conjunto das ordens das
unidades deste  anel.  Neste artigo  mostramos que  esta glima
cotrespondéncia continua verdadeira se relirarmos a hipdtese de 2 ser
inversivel no anel. Para se chegar a este resultado foram estabelecidas
ouiras correspondéncias importantes,
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Inicialmente vamos demonstrar que existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto Ass(A) e o conjunto O, (A). As demais
correspondéncias sepuirio imediatamente desta ¢ da correspondéncia
estabelecida em Knebusch (1976) entre ideais primos ¢ assinaturas,

TEOREMAS DE CORRESPONDENCIA
Para 0 € Ass(A), consideramos os seguintes subconjuntos de A:
Fo)={oed o(<a>)=1}
O(o)={o,+.+o, o, e'(O)}
Lema 2 Seja 6 € Ass(A), Entdo Q(G)MA* = 17(G). Mais ainda, todo
elemento de Q(6) é um elemento de T'(G) ou soma de dois elementos de
T'(o).

Den.: A iguatdade Q(0) N A* = T'(o) segue diretamente do Lema 1.
Agora, usando o fato que A é um anel local, para todo x € O(o) obtemos
que x & Q)N A¥ouxe 0(c) N M, onde M ¢ o ideal maximal de A,
Sexe O(o) A" entio x € T(o). Caso contririo, o = o)+ ..+ 0 EM,
com > 1, ¢ cA*ec (<o>)=1paral si<r Tomandox=oy+ .. +
0.7 B =0, temos que o, B € A", pois o0 = x - 0, ¢ A ¢ um anel local.
Como o (<o) = ... =0 (<0, _ >} = 1 segue do Lema 1 que © (<o>) =
1, Portanto, x=oel(c)oux=a+f} coma, Bel(c) B

Observagiio 1. Usando o fato de que ¢ um homomortismo de anéis, lemos
que, para todo x € 1'(G), 0 seu inverso x'eT(6). Também & imedialo
que:

Q(o) - Q(0) € Q(o)

(o) -0(0) < -Q(o).
Preposigiio 1. Seju © € Ass(A). Entdo:
(&) Qo) N -Qo)y =D
(i) Sex,ye Aex+ye 0(0), entdo x € Q(c) ou y € O(0).
(i) P = A - (Q(0) W -Q(0)) é um ideal primo de A.

Den.: (i) Suponhamos que Q(0) n - Q(o) # &, Entiio existem
O .oy O By oo Py € T(O) Lais que:

0'.1 +..+ 0.]. = -Bi _BS'
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Se oty + ..+ 0, € A¥ entiio o(<or + o+ >y =le fi+ ..+
fs€ A% logo, o (<fi [+ .. + B g>)=1. Mas segue também que:

| = o(<oy + .. + 0, >)=0(<PBy + .. + B> =-1,
pois o(<-1> = -1, Isto € uma conlradigio.

Se oty + .+ 0, € M, enldo a1+ 40, 1eA Assim, o + .+
o, =00, -.. -Bgcom oy +. | € A%, 0 que recai no caso
acima. Portanto, Qo) N -Q(c) = &

(if) Consideremos x, y € Acomx+y€ Q(0). Entlox +y =0 + +

, com o; € I'(0), 1= i < r. Temos dois casos o analisar: se x ou y é uma
umdacln, SL, X e y sfio nilo-unidades,

Para anahsmmos o primeiro caso, basta considerarmos X € A%, pois 0
caso y € A* 6 andlogo. Se x € A*, entio xeT'(o) ou AEF(O’). Se
xeT (o) ¢ imediato que ¥ € Q(o). Caso contririo, ¥ = -X + 0 + .. +
o, € Q(0). Portanto, x € (o) ou y e(0o).

‘?.uponjmmos agora, que X, y € M, ou seja, x ¢ y sfo nio- unidades,
Como o,..,00, e A¥certamente r > 2. Assim, x +(y - 0)) = Oy + . + O €
y- 0O E A pm,lo caso antetior emos que x € Q) ou y - 0y € Q(G)
Como o} € Q(c), se y - 0 € 0(o) enldo y € @(o). Portanto, em ambm 08
casos x € O(o) ou y € Q(0).

(iti) Mostremos agora que P = A - (Q(o) U ~O(c)) ¢ un ideal primo
de A, Pelo item (i) se x € Q(o) ¢ y ¢ O(0), efio x + ¥y € (o),
analogamente, para -Q(c). Logo, se x, y € Penldox +y e P. Da defini¢io
de P sepue que P = -P, Portanto, P ¢ um subgrupo aditivo de A,

Consideremos xe Aecye P, Como A = Q(G) v Q(c) U P, segue que
xeQ@ouxe-Qio)ouxepP,

Sex Q(0), seguedolema2quex =0l e (o) oux=00 + 3, com
o, B el (o). Suponhamos que x € (o}, entlio v lel'(o) ¢ QO(o).
Assim, xy € P, pois, caso conlririo, Ay €Q(0) W -Q(6) o que implica em
y e 0(c) U -0(0), que € uma contradiglio. Agory, se x = 06 + f3 com
o, B eT(o), entdio ay = oy+ By. Se xy €0(0), por (i) temos que
oy €Q(o) ou By e 0), ou seja, em ambos os casos y € @( o). Isto ¢
unia conlradigio.

De maneira andloga, chegamos a uma confradigio supondo
xy e—Q(0). Logo xy & 0(0) U -0(0), ou seja, xy € P.
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Se x € P, entiio 1 + x € O(o), pois P ¢ lechado para a adigio ¢
I + x e~Q(a), implica x e —=0(0). Logo, (1 + x)y € P, conseqliente-
mente, xy= (1 + )y -ye .

CAssim, sex € Aeye P, enliio xy € P, o que nos permite concluir
que P ¢ um ideal de A, E mais, desde que Q(c) U -Q(0) € fechado pata a
multiplicagfio, lcmos que se x € P ey ¢ P, entlio xy ¢ P. Portanto P ¢ um
ideal primo dc A, B

Corolério 1. O cojunto P(c) = Q(S) v P é una ordent de A com suporte
P,

Dem.: As condigdes (i), (fif), (i) da delinigio de ordem decorrem
facilmente da Proposigio, Para condigiio (f) ¢ sulicienle provarmos que se
x€ Peye€ O(@)entdio x+y € Qo) Certamenie x + y € P, pois P ¢ um
ideal de A. Supondo x + v € -Q(0), femos x = (x + y) -y € -Q(5), o que ¢
uma condradi¢iio. Portanto x + y € Q(0).

Veremos a seguir que, na verdade, P(o) ¢ uma ordem maximal de A,

Proposigiio 2. Seja 0 € Ass(A). Entdo P(0) = Q(c) v P & uma ordem
meaxinal de A. '

Denr.. Suponhamos que exista P € O (4), tal que P(0) € P e
P{c) # P. Logo, existe x € P - P(o). Como P(o) = Q(o) v P, temos que
£ € -0(3). Do Lema 2 sepue que x = -0.oux=-0 -f3, como, i €T (0).

Sex=-0e Q(cr) c -P(o), cotiio x € -P, pmx -P(c) ¢ -P. Lopo,
xe P -P,oque-é uma contradiglo, pois x € A,

Se x = -0 -fF, enifio x + o =-f € -Po) € -P. Por outto lado,
o€ Poyc Pexe P Logo, -3 =x+0 e P, pois P+ c P Assim,
-} & P -P, o que é uma contradigio, pois -fi € A¥ Portanto, (o) = P,
ou sefn, P(o) € O,,(A). B

Construimos para cada assinatura o de A, uma ordem maximal P(o)
de A. Na verdade, existe uma relagfio mais csliita entre os conjuntos Ass(A) ¢

0,,(A), conforme o teorema gue seguc.

TEOREMA 1. Existe uma correspondéncia brmnvow enire o conjinto
das assinaturas de A e o conjunito das ordens maxinis de A

Dem.: Duada uma assinatura o de A, jd  provamos  que
P(o) = (o) w P & uma ordem ordent maximal de A, Reciprocamente,
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dada uma ordem maximal P de A delinimos uma assinatura o, de A, (al
K
que para todo o € A
lsexe P
o, (cor>)=
~lse e —F
Assin, estabelecemos uma corres‘pondéncia entre Ass(A) e O,,(A).
Resta mostrarmos que esta correspondéncia é biunfvoca, ou seja, que

O p(ay = O CP(Oy) =

Por definicio, para todo o € A%
Isc xe P(0)
o (co>)=
P(o) —lsexe—P(0)
Usando o fato de que o é uma unidade ¢ P(g) M A¥ = T'(0) verilica-se
facilmente que O g (< a >) = o(< o >) para (odo O € A*, Portanto,

Cplo) *
Seja P € O,”(A) Queremos mostrar que P(0,) = P. Para l'mlo basta
mostrarmos que P C P(o",,) Tomemos x € P, Se x = & € A* , entfio

)(< o >)=1,ousejn, x € Qo p) c:P(oP) Sexe A suponhqmox por
abquldo que x € -0(a,). Entlio X = -0, -B, com o peae g,(< o >) =
0(<B>) 1L0go,z+a B e Q( ¢ Nuis, (<x+0>)

p(< -B>)=-1. Assim x +oxe L. Lnn«.uquenlunullt,, = (x4 o) X
-P, ou seja, 0, (< o >) = -1, 0 que ¢ uma contradigiio. Logo, x & -Q(c,), «
que implica quu X € P(O' - Portanto, P(o, = P

O sepuinie teorema 101 provado por Kncbusuh em 1976,

umll

TEOREMA 2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunio
das assinaturas de wm anel local A ¢ o conjunto dos ideais primos
nifnintais de W(A).

Sepue dos teroemas anteriores que:

TEOREMA 3. Existe uma correspondéncia binnivoca enire o conjuifo
dos ideais primos minimais de W(A) ¢ o cmuunm das ordens maximais
de A

hstu resullado  peneraliza o (eorema (3.1} de K'mzalq (1972)
Sepundo este (eorema, existe, uma correspondéncia biunfvoca enlic o
conjunto dos ideais primos minimais de W(A) ¢ o conjunto das ordens
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das unidades de A, onde A ¢ um anel local com 2 inversivel em A, Na
verdade, o conjunto das ordens das unidades esta em correspondénceia
biunfvoca com o conjunto das ordens maximais de A. Islo decorre do
proximo resultado,
TRORENMA 4. Seja A rim anel local. Entdo existe uma correspondéncia
binnivoca entre o conjuito das ordens das unidades de A e o conjunto
das assinatiras de A. '

Dem. Dada P uma ordem das unidades de 4, podemos delinir uma
agsinitura o ot

[scxe P
g, (<o>)=
—lse xe—-F
3

para lodo o€ A7,

Por oulro lado, dada ¢ € Ass(A), podemos definir a seguinte ordem
das unidades:

B .
Plo={oeA ooz =1}

O conjunto P(o) salisfaz as quatro condigdes de ordem das unidades,

A quarta condigiio decorre do Lema 2 ¢ as demais sfio triviais. E ficil ver
: = b & S ]

qUE O gy = O © | (01,) P,
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RELAGAO ENTRE COORDENADAS GEODESICAS E
COORDENADAS TOPOCENTRICAS

Dalto Domingos Rodrigues”

RESUMO, Definem-se alguns sistemas de relerncia envolvidos na topografia por

satélites e apresentam-se as equagdes matemdticas que transformam coordenadas

geodésicas em coordenadas cartesianas geocénuicas e estas, em topocéntricas.

Palavras-chave: Topografia, Satélites, Coordenadas, Geocéntricas,
Topocgntricas. '

ABSTRACT. RELATION BETWEEN GEODETIC COORDINATES AND
TOPOCENTRIC COORDINATES, This paper defines some systems of reference
involved in topography when made through satellites and presents (he mathematical
equations which help to transform geodelic coordinates into geocentric cartesian

coordinates and (he latter into topocentric ones.
Key words: Topography, Satellites, Coordinates, Geocentric, Topocentric.

INTRODUGAO

O Departamento de Defesa Norte Americano vem implementando
um sistema de navegaglio por satélites - O "Global Positioning System
(GPS) "- que, desde jd, tem permilido um répido, econdmico e preciso
posicionamento em qualquer lugar do globo terrestre, independetemente
da hora do dia ¢ das condiges atmostéricas.

Uma das principais aplicagdes civis deste sistema € a Topografia. A
Topografia por satélites conduz dirctamente s (1€s coordenadas cartesianas
geocéntiicas, que’ sfio, normalmente, fransformadas, pelo receptor, cm
coordenadas geodésicas, latitude, longitude e altitude, que, por sua vez,
podem ser transformadas em coordenadas cattesianas topocéntricas,

O objetivo deste trabalho € desenvolver, organizar e resumir o
assunto geodésico: transformagiio de coordenadas, visando a elaboragiio
de softwares. Inicialmente € apresentado o principio do posicionamento

Departamento de Engenharia Civil, Universidade Federal de Vigosa, Vigosa, Minas
Gerals, Brasil. '
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por satélites GPS e a seguir sio delinidos os silemas de referénein
envolvidos. As equagbes matemiiticas que transformam coordenadas
geodésicas  em  coordenadas carlesianas  geocutricas ¢ estas cm
topocéntricas  siio  discutidas  no  quarto (opico.  Finalizando, sfo
apresentadas algumas concluses ¢ recomendagies.

O PRINCIPIO DO POSICIONAMENTO POR SATELITES GI'S

Sendo dado um sistema de referéneia cartesiano fixo, qualquer pono p
do espaco-é determinado, de maneira dnica, por suas coordenadas Xp, Yn, Zp.
Seja a Figura 1, onde:
X, Y ¢ Z, sfio os eixos de um sistema de referéncia fixo;
P, utit ponto a ser determinado;
S1, Sy ¢ 8y, sflo trés posigdes, niio coplanares, de satélites ¢
ri, 1y € ry, sfio as distincias do ponto poa Sy, Sy e 8
respectivamente,

5
Sz
z‘
r Y Sz
1
l’z ,
3

P(X,Y,2Z)

O x

FIGURA 1: Sistema de referéncia para ¢ ponto p ¢ os satélites,

A idéia bdsica do posicionamento por satélites GPS, consisie cm
(Roduguu\ 1989).
- medir as (efs distdncias rp, rp C ra;
- determinar as (s posigies Sy, S, e Sy e
- determinar as (s coordenadas Xp, Yp e Zp.
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Os satélites GPS transmitem  sinais de rddio. Para medir, por
exemplo, a distncia rp, um receptor posicionado em p recebe o sinal
transmitido da posi¢iio S| ¢ mede, por exemplo, o tempo gasto pelo sinal
para percorrer a distincia S, P . Mulliplicando este tempo pela velocidade
de propapagiio do sinal, obtém-se r|,

Os sinais de rddio transmitidos, trazem consigo os clementos
orbitais dos salélites ¢, utilizando estes elementos, as posigdes dos
salélites: podem ser delerminadas em relagho a um  sistema
cartesiano global.

Montande  tés  equagdes  linearmente  independentes,
semelhantes & equagiio (1), que relaciona as distdncias medidas
com as posigdes dos satélites ¢ do receptor, podem-se calcular as
tr€s coordenadas Xp, Yp e Zp.

= (XS, — Xp ) 4+ (YS —Yp ¥ +(ZS, - Zp)* )

SISTEMAS GEODESICOS DE REFERENCIA

As coordenadas obtidas pelo rastreamento de satélites referem-se a
um sistema cartesiano global, previamente delinido e realizado como, por
exemplo, o Sistema Terrestre Mcédio, A grande vantagem de se usar um
sistema cartesiano tridimensional (3-I3) ¢ que cle ¢ completamente
definido pela origem, ditegiio ¢ sentido dos (rés eixos; no entanto
apresenta 0 incoveniente de nfio refletir, de forma direta, uma variagfio de
altitude, Tradicionalmente a superifcie terrestre tem sido representada
pelas coordenadas peodésicas, latitude, longitude e ultitude; enquanto
uma por¢iio limitada desta superlicie pode, simplificadamente, ser
definida pelas coordenadas lopocéutricas.

Neste (6pico sfo delinidos o sistema global (erresire médio, o sistema
geodésico mundial ("WGS™) e o sistema cartestano {opocéntrico,

Sistema Cartesiano Global

O sistema plobal terrestre médio ¢ definido como segue (Figura 2);

a)  Oripem = Centro de massas Ja Terra, incluindo a massa da atmostera
(GEOCENTRO);

b) Eixo 7 =
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Diregio: Coincide com 0 eixo médio de rotagiio da terra, indicado
pelas cinco estagdes do "International Earth Rotation Service
- [ERS";
Sentido Positivo; O sentido geocentro. - CTP ("Convenlional
Terrestrial Pole), ou Polo Norte Médio;
h) Eixo X =
Ditegio: Aquela determinada pela intersecgio do plano médio do
equador fertestre com plano que contém o meridiano médio
de Greenwich (metidiano zero), definido pelo IERS;
Sentido Positivo: O sentido geocentro - semi-metidiano supesior de
Gireenwich,
d) EixoY =
Diregfo: Perpendiculat aos eixos X ¢ Z; :
Sentido Positivo; Aquele que torna o sistema dextrogiro;

z 1 ) .
w Q.) E1x0 MEDIO DE
Pn-cio  ROTACED DA TERRA

MEFRIDIANC = B(X,Y,Z}
ZERO

CREENWICH

PLANO MEDIO DO
ERDUADOR TERRESTRE

X

FIGURA 2. Sistema Terreste Médio e coordenadas
cartesianas geocéntricas de win ponto .

Sistema Geodésico Mundial

A supetficie terrestre pode ser modelada, geomelticamente, por um
elipséide de revolugiio, achatado nos polos, proporcionando, assim, uma
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delinigiio exatua para coordenadas geogrificas. O elipséide de revoluglio ¢
criado girando uma elipse em torno do semi-eixo menor ¢, portanto,
definido por dois parfimetros peomélricos: o semi-eixo mator « ¢ 0
semi-eixo menor » (Fig.). Geralmente, » € substituido por um ndmero
menor ¢ mais indicado para uma expansiio em série, 0 achatamento
peomélrico f,
. u—=b
/= : ()
o

Além dos dois parimetros peométricos que delinem o lamanho ¢ 4
forma do elipséide de revolugiio, precisa-se, para definir um sistema
geoddsico, especificar a sua posi¢iio e orientagliio em relagio o oulro
sistemy de referéncia como, por exemplo, um sistema carlesiang global,
(Figura 4).

Em 1984, foi definido o "World Geodetic System (WGS - 84)",
como sepue (Silva, 1990):

O a=6.378.137 metros,

. |
b) f = ,
298.257223563

¢) Posigiio em relagiio ao sistema carfesiano global:
Xe =0, Yo=0e Zc =0 (sistema peocéntrico) ¢

d) Orientagfio cm relagho ao sistema tecrestre médio:
semi-cixo menor colncidente com o eixo médio de rotaglio da terra,

FIGURA 3: Etipse meridiani.
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FIGURA 4: Sistema Geodésico Mundial ¢ coordenadas
geodésicas de v ponto p.

As coordenadas geodésicas de um ponto p, jd definidas na Figura 4,
podem ser enunciadas da seguinte forma:

LATITUDE GEODESICA (@,): E o fngulo que a normal ao
elipsdide, passante pelo pon(o, forma com sua projegiio equatorial, Varia
de -90% a + 90" ("+" no hemislério norte).

LONGITUDE GEODESICA (?\.p).‘ E o fngulo que mede o diedro
formado pelos meridianos do ponto considerado ¢ de Greenwich, Varia
de -180° a +180° ("+" a leste de Greenwich),

ALTITUDE GEOMETRICA () E o segmento da  normal
compreendido entre o ponlo P e o clipsdide.

Sistema Topocéntrico
Para, de forma simplificada, representar ¢ obter informagOes peoméfricas
e posicionais de uma porglio limitadu da superlicie {errestre, pode-se usar ©
Sistema Caresiang Topocéntrico, delinido como segue (Figura 5):
a) Origem = Um ponio qualquer sobte a superficie {isica da Terca ou do
elipsoide de referénciu,
b) Hixoz =
Ditecfio: A diregfio da normal go elipséide que passa pelo ponto de otigem;
Sentido Positive: O sentido Nadir - Zénite.
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c) Eixoy=
Direc¢iio: A diregiio do meridiano peodésico do ponto de origen;
Sentido Positive: Dirigido para o poto norte médio (CTP),
d)} Eixox =
Diregio; Perpendicular aos eixos y e z;
Sentido Posilivo: Aquele que torna 0 sistema dextrdgito,

X
NORMAL AD
ELiIPbdIDE
Px,y,x}
' K
F
Y
FIGURA 5: Sistema Topo-
en-oo by 7KE cénrico ¢ coordenadas carte-
e sianas topocéatricas de  um
- .
, ponto p.
3
4
Vs
7
.// lfl
'd
4
s
-

RELA(;AO ENTRE OS SISTEMAS DE REFERENCIA
Neste tdpico, sfio apresentadas as cquagfes matemdticas que
transformamy  cootdenadas  geoddésicas  em  coordenadas  carlesianas
geocdntricas, estas em topoacénlricas ¢ vice-versa, '

Relagho entre Coordenadas Geodésicas ¢ as Correspondentes Cartesianas

Observando a Figura 6, constata-se que, possuindo um popto p,
coordenadas geoddsicas @, A, b ¢ retilineas Xp, Yp, Zp, existe enlre clas
18 seguintes relaghes:
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Xp (N +1).Cosp . CosA
Yp |=| (N +#) .Cosg, Sk (3)
Zp [N.(l—02)+h]..8'engo

onde a prande normal N, segmenlo p'! na Figura 6, ¢ obtida com a
sepuinte equagio (Gemael, 1981): ' '

[
N= 4)

\M - 82 . Senz(p)

e "e", a excentricidade do elipsdide, € obtida com (Torge 1980):

onde ¢ ¢ b siiosemi-cixo major ¢ menor, respectivamente, sendo que
b pode ser obtido por (Torge, 1980):

b=wa-a.f {6)
onde f ¢ o achatamento do modelo geomeéltico (¢ matemidtico) da Tertq,
o elipsdide de revolugfo,

rad
w ()
Pre-ClO
Frg,>,n
a/ou
(X,Y,Z)

&
i
i
;
NE ENWICH o i
1 ! Y
0 1 !
s # 1 ,’f
i Voo
1 o
I i
1 '
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ B

FIGURA 6 Coordenadas  peodésicas ¢ coordenadas
peacénlricas de um ponto p,
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A transformacfio inversa d indicada pela equaglio (3) apresenta umi
pequena dificuldade, facitmente supecivel, por ser a grande normal N
uma fungfio da latitude (agora uma incégnita), Dividindo a segunda linha
pela primeira da equagfio (3), tem-se:

Y;
A= Q)
Xp

Elevando ao quadrado X ¢ Y, dados pela equagiio (3), ¢ somando-

0% chega-se a; ‘
NPT +Yp T =(N+h).Cosp (8)

e desenvolvendo a terceira linha da mesma equagio, observa-se que:
Z+N ¢ Seng=(N+h).sene )
Dividindo a (9) pela (8) tem-se:
Z+N.e* . Seng

Tep= (10)
Xt +Yp?

expressiio que se resolve por iteraciio.

Obtida a coordenada @, a allitude peométrica h resulta da (| 1) que
pade ser escrita da seguinte forma;

Jxo r e

Cos@

(12)

Relagao entre Coordenadas Cartesianas Geocénlricas e as Correspondentes
Topocéntrica :

As coordenadas cartesianas geocéntricas Xp, Yp, ¢ Zp  podem ser
transiormadas em coordenadas cartesianas topocéntricas xp, yp e zp,
alravés da sepuinte equagio:

xp Xp — Xo
yp | = RI(90° — o). R3(90° + Ae)| ¥p — Yo (13)
zp : Zp 20
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onde: _

RI e R3 siio as matrizes de refagiio em torno dos eixos X ¢ Z do
sistema geocéntrico (ranstadado, respectivamente; :

@o ¢ Ao sio as coordenadas geodésicas do ponto de origem do
sistema topocéntrico, ¢

Xo, Yo e Zo sfo as coordenadas carlesianas geacéalricus do ponto
de origem (Figura 7).

P(X,Y,Z) e/0ou (s,y.z')

A

GREENWICH CM

FIGURA 7: Coordenadas geocBotricas ¢ coordenadas
topocéntricas de um ponto p. '
Desenvolvendo a equagiio (13)oblém-se:
xp = —=Sen(Ao) . (Xp — Xo)+Cos(A) . (Yp - Yo},
yp = —Sen(po) . Cos(Ao) . (Ap — Xo}—Sen( po) . Sen{Aa).(Ip —Fo)
+ Cos(qo) . (Zp — Zo) ¢ (14)
zp = Cos{ o) .Cos(A0) . (Ap ~ Yo} + Cos{po} . Sein(As) . (¥p —To)

.+ 8en (o). (Zp — Zo).
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A transformacgfio inversa & indicada pela (13) € realizada com |
seguinte equaglo:

Xp | xp| | Xo
Yp | = R3[—(90° + A0)]. RI[~(907 - @o)]| yp | +| Yo |(15)
Zp zp Zo

que desenvolvida resulta:

Xp = -—Senﬂo) cxp = Sen(po) . Cos(Ao) . yp+Cos{pa) . Cos(Ao) . zp + No

¥p = Cos{Ao) . xp — Sen(po) . Sen(Aa) . yp + Cos(ga) . Sen(Ao) . zp+ Yo (10)
Zp = Cos(pa) . yp+ Sen{qo) . zp + Zo

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

O "Global Positioning System - GPS", vem provocando, sem ddvida,
uma revoluglio na navegagfio, seja ela maritima, adrea ou terrestre ¢ no§
sislemas de informagdes geogrificas e/ou topogrificas.

Um ponte qualquer, acima de ou sobre a superlicie terrestre, ¢
determinado, num  primeiro  instante, pelas coordenadas  carfesianas
peoctnlricas X, Y ¢ Z; porém, ay coordenadas geodésicas, representam
diretamente  variagbes na  altitude ¢ as  coordenadas  carlesianas
topocéniricas  podem  ser utilizadas puara, de forma  simplificada,
representar ¢ obter informagdes geomélricas e posicionais de uma porgiio
limitada da superficie tertelre.

A precisfio das coordenadas X, Y, Z depende da precisfio com que
s80 medidos os tempos de propagaciio dos sinais emitidos pelos satélites
e calculadas as suas posigdes,

Os erros  cometidos nu obtenglio  das  coordenadas  cartesianas
geoctnlricas X, ¥V e Z propagam-sc ds coordenadas peogrificas @, A,
It e ds coordenadas topocéntricas v, v,

A transformagiio  de  coordenadas  peodésicas  em carfesianas
peocénlricas e estas em topocénlricas ¢ vice-versa € exata. No entanto,
vile observar que estas coordenadas niio se referem a sistemas naturais
ou astrondmicos ¢ sim a wm modelo matemdtico da terra.

Além de se posicionar um ponto pelas suas coordenadas, a
conlinbilidade destas deve ser avaliada,
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A fim de se possibilitar a elaboraglio de soltwares pela comunidade
técnico-cientffica  em  geral, para  fins  de peoprocessamento ¢
representagiio geogrdfica e topogritica, recomenda-se a padronizagio de
formatos para arquivos de coordenadas pendésicus ¢ de coordenadus
cartesianas,

Desenvolveu-se  um  programa  denominado  TOPOSAT — que
wransforma coordenadas geodésicas em coordenadas geocénlricas, cstas
em topocéntricas e vice-versa. Este programa, de uso plblico, encontri-
se disponfvel nos departamentos de Bngenharia Civil da Universidade
Estadual de Maringd, Maringd-PR ¢ Universidade Federal de Vigosa,
Vigosa-MG.
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MONTMORILONITA E MAGADIITA PILARIZADAS GOM
ESTRUTURAS DE SILICA: PREPARAGAO E
ESTABILIDADE TERMICA

Fred Wolff* e Renato Sprung”

RESUMO. O tratamento de H-Magadiita e uwma Montmorilonita natral a 0°C
¢ 25°C com oligbmeros de iriclorolenilsilano preparados s  mesmas
temperaturas resultou em maleriais com Arcas suoperliciais BET de até
190 m%/g. H-Magadiita pilarizada mosirou boa cstabilidade térmica aé 900°C,
mas a Montmorilonita pilarizada soltcu redugdes sensiveis de drea quando
calcinadn a températuras acima de 600°C. Compostos pilarizados a 0°C
apresentaran as maiores frcas superliciais.

Palavras-chave: Pilarizagiio, Montmorilonita, Magadiita,

ABSTRACT. PILLARED MONTMORILLONITE AND MAGADIITE WITH
SILICIC STRUCTURES: PREPARATION AND THERMAL STABILITY,
Treating H-Magadiite and a natural Montmorillonite at ("C and 25°C with
irichlorophenylsilane oligomers preparcd at the same {emperatures resulicd in
maderials showing BET surface areas up to 190 m%/g, Pillared H-Magadiite
displayed good thermal stability up to 900°C, but pilkwed Montmoritlonile
showed appreciable losses in surlface area when calcined at temperatures above
600°C. Compounds pillared at 0°C yielded the highest surfiace areas,

Key words: Pillarization, Montmorillonite, Magadiite,

INTRODUCAO

Parlfeulas de materiais lamelares sfio constituidas de associagdes {ace
a face ¢ face-aresta de lamelas cuja espessura é da ordem de 10, A
temperaturas proximas da ambiente, alguns destes materiais possuem i
capacidade de adsorver liquidos ¢ vapotes, com aumento do espagamento
interlamelar das associagdes face a face, mas fendem a expelir a
subsldncia adsorvida quando a temperatura ¢ aymentada.

Departamento de Engenharia Quimica, Universidade Estadual de Marings, Av.
Colomba, 3690, Campus Universitdrio, 87020-900, Maringd,-Parand, Brasil.
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A drea superficial total de argilus ¢ silicas Jamelares pode exceder
600 m2%/p, embora a maior parte desta drea nfio seja acessivel aos
reagentes enm pProcessos catalilicos desenvolvidos a temperaturas
clevadas. A possibilidade de  cxpandir permanentemente 0
espagamento interlamelar através da intercalagfio, entre as lamelas, de
"pilares" inorgnicos estiveis as (emperaturas  de utilizagio do
material, gerou uma nova classe de materinis  chamados de
pilarizados.

Burch (1988) apresenfou uma uabrangente revisio de  argilas
pilarizadas com uma variedade de poticdtions inotgdnicos ¢ da aplicagio
- catalfticn destes materinis. A pilarizagfio de argilas com  esltuluras
poliédricas tridimensionais de sflica fol reportada por Lewis ef al. (1985).
Boram obtidos materiais pilatizados com dreas supetficiais de até
400 m%/g, espagainentos interlamelares da ordem de 10 e resisténcia a

pratamentos térmicos de até 700°C. Nesta lemperalura, as lamelas da
argila sofreram  colapso ¢m sua cstrulura por Uil processo de
desidroxilagiio. '

Sprung & Davis (1988) ¢ Sprung ef al. (1990) descreveram um novo
material, puramente silfcico, obtido a partir da pilarizagfio de Magadiita
com estruturas (ridimensionais de silica, O procedimento permitiu o
aumento da drea superficial da Magadiita original de 35 mZ/g para
valotes de até 200 m%/g. Poros com dimensdes de 6,2 A por 94 A foram
detectados no material pilatizado, que suporfou trafamentos térmicos de
650°C sem perda sensivel de drea superficial, Estes materiais lem
potencial aplicaglio como adsorventes ¢ como suportes de componentes
cataliticos. .

Magadiita € um silicato de sédio cuja forma nural foi  descoberta
por Bugster (1967). A forma sintética ¢ sua conversio & forma dcida
foram descritas por Lagaly ef al. (1975a,b). Magadiita Sodica,
N, Si [4020.11H,0, resiste a tratamentos térmicos de 500°C sem sofrer
colapso estrutural; & forma protGnica ou dcida, H,S8i4049.5,4H,50, ¢
estivel a femperaturas de até 1000°C. A estabilidade da forma protdnica
sugere a possibilidade de obtenglio de matériais pilarizados  com
resisténcia térmica equivalente.

‘0O nosso interesse em compostos pilarizados decotre  da
potencialidade de se obter materiais com uma variedade de
porosidades, propriedades superficiais ¢ estabilidades térmicas,
dependendo do composto lamelar original ¢ do tipo de pilar
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intercalado. Esta possibilidade abre perspectivas  de  sintetizar
materiais com caracteristicas especificas para determinados processos
cataliticos ou de adsor¢io,

O presente  trabatho apresenta resultados de  pilarizagio e de
estabilidade (érmica de uma argila montmorilonitica natural e de
Magadiila sintética obtidas em nosso laboratério no Departamento de
Engenharia Quimica da UEM.

PARTE EXPERIMENTAL

(a) Materiais ¢ Métodos

A arpila, proveniente de depdsifos de xisto de Sfio Mateus do Sul-
PR, foi cedida pela Petrosix. O diftatoprama de raios X que acompanhou
a amostra identificou a argila como montmorilonitica com espagamento
basal de 14,62. A andlise fornecida indicou a presenga dos elementos
apresentados na Tabela |,

TABELA 1; Composicfio da Argila,

Elemento % peso

Fe 3,8
Ca 2,3
Si 20,0
Al 13,0
Na 0,18
Mg 1,3

K 1,8

A Argila nfio foi submetida o (ratamentos adicionais antes do
ptou,%n de pilarizacio.

Mapadiita S6dica foi sintetizada a partir de sflica coloidal Nalm-
1140 (Nalco Produtos Qufmicos), hidroxido de sddio ACS 97%
{(Quimica Moderng) e dpua destilada, A Tabela 2 mostra as condigdes
utilizadas nas sinteses; a designagfio MS refere-se o Magadiita Sddica,

Tipicamente, o hidréxido de sddio foi dissolvido na dgua
destilada e a solugfio adiciopada & silica coloidal a temperatuta
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ambiente. Esta mistura foi entfio aquecida sob pressio autdgena em
miniautoclaves de aco inox revestidas de Teflon ou em vasos de
Teflon com tampa rosquedvel, Apds resiriamento, o produio sdlido
foi separado por filtragiio e seco as condigdes ambientais.

A forma dcida foi obtida a partir da titulagfio de suspensGes aquosas
de Magadiita Sédica com HCL 0,IN de acordo com a sistemdtica de
Lagaly et al. (1975b). A titulago foi efetuada até um pH final de 2 num
perfodo de 24 horas € a suspensio resultante deixada sob agitagio por
mais 24 horas. O s6lido foi separado por filtragio ¢ seco em estufa a
aproximadamente 80°C.

TABELA 2: Sintese de Magadiita Sédica.

Designagiio Relagiio ;2::;;1:]: mistura ('Jous(illi]t::((;);s de I;‘Z?é};::ﬁi:g
MsS-1! Nit, 0:5510,:12211,0 1000¢ 8,7

54 dias .
MS-22 Na, (:9510,:75H,0 1300C 29,8

5 dias

1. Sistemdtica de Sprung et al. (1988, 1990).
2. Sistemdtica de Schwieger ef al. (1985).
3. Massa final de s6lidos x 100/ Massa inicial total.

O processo global de pilarizagiio foi desenvolvido em trés etapas: (i)
preparagiio do agenle pilarizante, (i) tratamento de Montmorilonila e
Magadiita com o agente pitarizante, ¢ (ii) calcinagiio do material solido
assim obtido, :

No presente estudo, o agente pilarizante consistiu de uma solugiio de
oligbmeros  de  (riclorolenilsitano, Sua preparagfio  envolveu a
condensacfio hidrolftica do mondmero em  mefanol. Em todas as
preparagdes efetuadas, 0,4 mi de dgua destilada foram adicionadas a uma
solugiio de 0,7 ml de triclorofenilsilano PA (Merck - 98%) em 6,3 ml de
Metanol PA (Merck - 99,5%) contida em recipiente de Teflon e mantida
sob agitogio magnética. A Tabela 3 mostra as condighes  de
olipomerizagiio utilizadas nos processos de pilarizagio de Magadiita
Acida e Montmorilonita. Nesta Tabela, a designagiio MAP refere-se a
Maguadiita Acida Pilarizada, os nomeros que  seguem indicam,
respectivamente, a Magadiita Sadica original e o experimento de
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pilatizagio. Da mesma forma, APS € a sigla de Argila Pilarizada com
Silica, :

TABELA 3% Condiges de Oligomerizagio ¢ de Pilarizagio de
Magadiita e Montmorilonita.

Designagiio do composto Oligomerizagao Pilarizagio

Temp., "C  Tempo, b Temp,, “C  Tempo, b

MAP-1.2 0 | 0 2
MAP-2.1 0 1 0 2
MAP-2.2 0 0,5 0 2
MAP-2.3 0 2 0 2
MADP-2.4 23 S 23 2
MAP-2.5 . 25 i 25 2
MAP-2.6 25 2 25 2
APS-1 17 1 20 2
APS-2 0 (0.5 0 1
APS-3 0 1 0 2
APS-4 0 2 0 4

MAP; Magadiita Acida Pilarizada.
APS: Argila Pilarizada com Sflica.

Na segunda etapa, suspensdes de 1,5 g de Montmotilonita ou de
Magadiita em 18 ml de dgua destilada, que haviam ficado sob
agitagio por 1 hora, foram adicionadas ds solug¢Ges de oligbmeros
(agenfes pilarizantes), As condigBes de (ratamento sdo apresentadas
na Tabela 3.

A remocio dos grupos fenila do material pilarizado foi feita por
calcinugiio a temperaturas de 450, 600, 750 ¢ 900" C. Foi utilizado um
forno mufla com taxa de aquecimento de cerca de 10°C/min. Nio
houve controle da atmosfera de ar do forno, A temperatura final de
calcinaghio, mantida constante por 1,5 horas, foi atingida em etapas.
Estas etapas consistiram de patamares de temperatura constante com
duragiio de 0,5 horas a 150, 450, 600 e 750°C, dependendo da
temperatura de calcinagiio. Amostras ji calcinadas niio sofreram
novas calcinagoes,
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(1) Caracterizagiio dos Materiais

Algumas amostras foram caraclerizadas por dilrac@io de raios X 1ipo
pG, andlise (lermodiferencial ¢ andlise fermogravimétrica,  Os
difratogramas de raios X foram obtidos utilizando radiagbes K Cobre.
As andlises (érmicas foram realizadas em atmosfera de ar, iendo alumina
como referéncia. A taxa de aquecimento foi de 10"C/min,

Medidas dinfimicas da capacidade de adsorgdo -de nitrogénio
pasoso A temperatura do nitrogénio Tiquido foram efetuadas num
equipamento CG-2000, utilizando uma mistura de 10% de nitropénio
em hélio, Todas as amostras foram pré-tratadas por 2 horas a 150°C
em corrente de nitrogénio, A capacidade de adsorglio de cada amostra
foi deferminada para uma pressiio relaliva p/PO de 0,21 0,01, A
quantidade adsorvida assim obtida foi convertida em drea superficial
através do Mdélodo BET de um ponto,

RESULTADOS E DISCUSSAO

A ulilizagiio das diferenles condigdes de sintese de Magadiita
Sodica (Na-Magadiita) apresentadas na Tabela 2 foi motivada pela
necessidade e estabelecer  uma - Sistemétice adequada a0
desenvolvimento dos nossos trabalhos. A sintese designada por MS-
I, conduzida a 100°C, requer um lempo de reaglio de 54 dias,
considerado muilo longo, além de resulinr em baixo rendinmento de
Na-Magadiita por batelada, Aumentando a temperatura para 130°C,
sintese MS-2, reduziu 0 tempo para S dius ¢ aumentou sensivelmente
o rendimento do produto desejado.

Lagaly (1979) mosttou que & conversdo de silicatos de’s6dio em suas
formas protdnicas ou deidas obedece @ curvas de (itulagiio carpcterfsticas de
cada material, A Figura I apresenta a varfagfio do pH da suspensio aquosi
com a quantidade de HCI O,IN adicionada na titulagio de Na-
Magadiita MS-2, de um malterial siffcico niio identificado resultante
de uma sintese ¢ de Na-Magadiita conforme reportado por Lapaly.
Nossos resultados de conversiio de Magadiita Sodica em sua forma
dcida, H-Magadiita, comparan-se bem com o8 obtidos por Lagaly,
incluindo o consumo total de HC1 0, IN.
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ml de HCI O,IN

FIGURA 1; Curvas de titutagio com HCE O, IN de (A) Magadiita
Stdica MS-2, (B) Na-Magadiita conforme reportado por Lagaly
(1979}, ¢ (c) Material siticico sintético niio identilicado.

A Tormagio de espéeies oligoméricas com amplas distribuiges de
dimenstes ¢ massas moleculares ¢ caracterfstica intrinsica de gualquer
processo de oligomerizagfio. No caso especifico da oligomerizagho de
triclorofenilsilano, além  dos oligdmeros  lineares, planares ¢
tridimensionais usuais, a presenga do grupo {enila permite a obtengio
de oligOmeros poliédricos tridimensionais, como 0s da Figura 2,
revista por ‘Voronkov & Lavreent'Yev (1982). Estes poliedros sio
substdncias cristalinas incolores bastante estdveis a (ralamentos
lérmicos; o octimero pode ser aquecido em ar até o seu ponto de
fusiio de 500°C sem se¢ decompor, O decimero tem o mesmo
comportamento até 415°C, quando lentamente se inicia um processo
tde polimerizago, :
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FIGURA 2: Oligdbmeros polidricos tridimensionais  de
wriclorofenilsilano: (a) Octimern, (by Decimero,

Em lodos os experimen(os de pilarizagio cfetuados, houve
formaciio ¢ deposigiio de gomas pegajosas no hastiio magnético de agilagio e
em algumas regides do recipiente reacional de Teflon. Na oblengio do
composto MAP-1.2, estes depdsitos causaram sérios problemas de agitagio
que exigiram @a substitvigho do bastiio de agilagio no decorrer  dos
experimentos. Em geral, a quantidade de depdsitos aumentou com o empo
de olipomerizagio. As gomas formadas & 0°C mostraram-se relativamente
soliiveis em melanol e etanol; 08 depdsitos observados a 20-25"C, além de
mais tigidos, possuem solubilidade pobte nesies dlcoois. Sua remogiio exigiu
o uso de acetona. Estas verificagdes comprovaram o presensa de diversas
espécies silicicas oligoméricas nido poliédricas no meio pilarizante; ndo fol
possivel obter evidéncias semelhantes sobre a formagio de espécies
poliédricas cristalinas. ' '

Os maleriais s6lidos resulfantes dos experimentos de pilarizagio
nio apresentaram caracterfsticas pegajosas ou aglomeranles gque
pudessem evidenciar depositos superficiais como os formados nas
piredes do tecipiente de Teflon e no bustio de agitagio. As massas dos
materiais sélidos secos pilarizados, com excegio de MAP-1.2, forpm cerca de
13 a 28% supetiofes ds massas iniciais de H-Magadiita ¢ Montmotilonita.
Amostras de H-Magadiita pilarizadas a 0°C incorporaram maiot quantidade
de olighmeros do que aquelas pilarizadas a 25°C. O aumento do tempo

4



Montmorilonita ¢ Magadiita Pilavizadas 327

de oligomerizagiio reduziu as massas de oligbmeros incorporadas s
amosiras de H-Magadiita tratadas @ 25°C ¢ de Mommorilonita a 0°C,
mas niio leve efeitos sipnificativos sobre as amostras de H-Magadiita
iratadas a 0°C.

Difragho de Raios X

A Figura 3 mostra um difratograma de raios X, caracterfstico da
Magadiita: Sddica sintetizada, O pico intenso em 2 igual a 5,62
cortesponde a um espagamento hasal de 15,7, tipico de Na-Magadiita. O
cspagamento basal € alterado pela quantidade de dgua ou oulras espécies
quimicas presentes no espago intetlamelar. Lagaly er ol (1975a)
demonstraram que a secagem de Magadiita Sodica a 200°C reduz ©
espagamento basal para 11,6,

RELATIVA

INTEMSIDADE

3 20 10 0
20

FIGURA 3: Dilratograma de rajos X da Magadiita Sddica MS-2
sintetizadi a 130°C, '

O difratograma de raios X da Figura 4 corfesponde o H-Magadiita,
Comparado ao difratoprama de Na-Magadiita da Figura 2, houve uma
acentuada redugfio do ntimero (olal de picos, Esta reduglio de picos {oi
atribuida por Lagaly ef al. (19750} 4 distorgiio da simetria da lamela de
silicato ocasionada pela substiluigio dos fons de sodio por protons.
Distor¢oes semelhantes também foram observadas por Lagaly ef al em
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Magadiita intercalada com fons ou moléculas de outras substdncias, ¢ por
Brindley (1969) em Na-Magadiita desidratada,

Lagaly et ¢l. (1975b) reportaram espaguentos basais de 13,2 ¢ 11,2
Cpara  H-Magadiita  completamente hidratada ¢ desidratada,
respectivamente. O pico em 20 ipual a 7,13" no dilratograma da Figura 4,
correspondente a um espagamento basal de 12,4, indica um grau
intermedidrio de hidratagiio.
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FIGURA 4: Difratograma de raios X de H-Magadiita derivada de
Na-Magadiila sintetizada a 130°C.

A Figura S apresenta o difratograma de tuios X de Mapadiita Acida
Pilarizada MAP-2.2, nfio calcinada, Os difratogramas de todos o8
compostos da série MAP-2 cujas etapas de preparagiio foram efetuadas a
0°C, sfo similares ao da Figura 5. Os cleitos devidos a utitizagiio de
diferentes (empos de preparagfio do agente pilarizante nfio puderam,
portanto, ser detectados através de andlises de raios X,
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FIGURA 5: Dilratograma de mios X de Mjg?ldiilu Acida
Pilurizada MAP-2.2 niio calcinada,

Comparando as Figuras 4 ¢ §, observa-se que os difratogramas de H-
Magadiita ¢ de MAP-2.2 sfio essencialmenle iguais, com exceglio dos
picos para valores de 2 6 menores que 107, Além do pico em 20 = 77,
cotrespondente ao espagamento basal de cerca de 12,4 A da H-magadiita,
o difratograma de MAP-2.2 mosira outros picos para valores menores de 2,
O mais proeminente em 5,45°, equivalente a um espagamento basal de 16,2
A. Este valor ¢ maior que 0 da Magadiita Sodica completamente hidratada, ¢
representa uma expansio de 5 A no espaganenio  de  H-Mapadiita
desidratada,

Houve, portanto, um aumento do espagamento basal com preservagio
da estrutura lamelar de H-Magadiita. No entanto, 4 ndo uniformidade do
espagamento de MAP-2.2 parece indicar que w pilaizaciio foi apenas parcial
e/ou com espéeies silicicas de dimensdes dilerentes.
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Anilises Térmicas

As mudangas (érmicas softidas por Magadiita Sodica MS-1 ¢
Magadiita Acida Pilatizada MADP-1.2 ndo calcinada, quando submelidas o
andlises termodiferenciais ¢ temogravimétricas alé 800°C, sfio mostradas
nas Figuras 6 ¢ 7, respectivamente, Os dois picos endotérmicos entre 100
¢ 200°C na andlise termodiferencial da Figura 6, siio caracterfsticos de
Magadiita Sodica, e indicam que a perda de dgua ocorre em duas elapas
nesta [aixa de temperaturas. Segundo Lagaly ef al. (19752), Magadiita
Sedica (ransforma-se cm quarlzo entre 500 ¢ 700°C, e este rearranja-se
em (ridimita acima de 700°C. O Jorte pico exolérmico da Fipgura 6, acerca
de 800°C, é indicalivo desle Glimo rearcanjo.

PERDA DE MASSA (%)

1 3 : 1 1 i ! ' . b
100 200 300 400 500 600 700 800
TEMPERATURA (°C}

FIGURA 6: Andlises termodiferencial ¢ termogravimétrica de
Magadiila Sodica MS-1.

Ainda segundo Lagaly ef al. (1975), Magadiila Acida perde dgua
contida no espago interlamelar, alé aproximadamente 7% da massa do
s6lido, quando aquecida até 300°C. A partiv de 400°C inicia-se a
condensugio de grupos sitandis (Si-OH), com formagio de ligaghes
sifoxano - (Si-0-Si) enlre as lamelas. Alravés desta condensaciio, que
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libera cerca de 2% de dgua entre 400 ¢ 600°C, sem grandes eleitos
(érmicos, H-Magadiita perde a capacidade de ser intercalada e-pilarizada
com outras -espécics  quimicas, A forma da cutva da  andlise
termogravimétiica de H-Magadiita € muito semelhante aque]a mostrada
na Figura 6 para Na- Muagadiita.

As andlises (érmicas de Magadiita Acida Pilarizada MAP-1.2 da
Figura 7 revelum duas caractetisticas que niio sfio {fpicas da H-Magadiita
original: (i) uma continua perda dé massa o (emperaturas acima de 300°C

até aproximadamente 750°C, ¢ (i) dois picos exotérmicos acenluados
entre 500 ¢ 750°C na andlise tcrmndifcrenciul Aparentemente, a remogio
dos grupos orginicos 56 ¢ completa a 750°C

ATD E ATG

PERDA DE MASSA {%l

| L 1 | i i 1 |
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FIGURA 7: Andlises termmodilerencial e lc,rmm,mvumtrtm de
Magadiita Acida Pilarizada MAP-1.2 néio calcinada.
Considerando a boa estabilidade (érmica dos olighmeros poliédricos,
a perda de massa entre 300 e S00°C deve ser oriunda da vapotizagio ¢/ou
decomposiciio de olipbmeros nfio-poliddricos. A auséneia de eleitlos
exolérmicos sugere pouca  participagio de oxigénio no processo,
Calcinando MAP-1.2 a 300 e 450°C em ar resultou em produtos bepe-
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caramelo claros, de coloragiio mais intensa a 300°C ¢ menos ¢ 4507,
dando suporte adicional a0 processo de decomposigio.

Acima de 500°C, embora a perda de massa seja equivalente dquela
verificada entre 300 e 500°C, os cfeitos (érmicos sdo  bastante
aprecidveis, indicando participagho do oxigénio do ar. MAP-1.2
calcinada a temperaturas de 600 ¢ 750°C nfio apresenlou as colorages
beges, caracteristicas das calcinages a femperaluras mais baixas. A
600"C, a coloraciio [oi gelo levemente acinzenlady, -enquanto que i
750°C, a cor resultante foi branca, B provdvel que pelo menos parte desta
decomposiclio exotérmica seja devida a oligbmeros poliédricos. Os picos
exotérmicos distintos podem indicar a oxidagio de otipbmeros diferenles
on de mesmos oligbmeros presen(es nas superficies exferna ¢ inlerna do
solido,

Area Superficial e Estabilidade Térmica

A Tabela 4 apresenta as dreas superficiais dos maleriais ulilizados no
presente (rabalho em funglo da femperatura de calcinagfio. Os valores s00
conservadores porque a lemperatura de 150°C utilizada para a limpeza
das amostras pode nfo fer sido suficiente para 4 remogio total da dpua
contida nos poros. '

Deve-se lambém lembrar gue a equagiio de BET ndo € adequada para
cdlculos de dreas superficiais de materials microporosos. Grepg & Sing
(1982) discutem a aplicagiio desta equagiio, enlatizando o conceito
duvidoso de formagio de monocamada de adsorbalo em microporos,
quando, sletivamente, dd-se o enchimento completo deste tipo de poros
com o adsorbato. Em consequiéncia, 08 valores calcuiados para as dreas
superficinis devem ser analisados em  termos comparalivos pard o8
diversos materiais, e nfo como valores absolutos representativos das suas
dreas efelivas. . '

Os materiais nfo pilarizados possuem dreas relalivamente baixas, O
valor de cerca de 20 mzfg para a Argila Natural estd coerente com 0
reportado freglicntemente na fiteratura, Magadiifa Acida MA-2 tem dres
de 76 m2/p, que & reduzida para 50 m2/g quando o material € calcinado a
temperaturas de 450 1 900°C,

A pitaizagio de H-Magadiita ¢ Montmorilonita  resulla cm
compostos com dreas superficiais de até 190 m#/g. Os dados puara
Mugadiita Pilatizada MAP-1.2 indicam a necessidade da etapa de
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calcinagio para a oblengfio destas dreas clevadas. A drea de MADP-1.2 niio
calcinada, antes, portanto, da remog¢lo dos gropos orefinicos fenila, ¢ de
apenas 41 m/g. A perda de massa que ocorre durante © (ratamento
(érmico, conforme mostrado na andlise termogravimétrica da Figura 7,
conduz a dreas supetficiais da ordem de 100 m¥/g para temperatura de
calcinagfio superiores a 400" C.

TABELA 4: Arcos Superficiais de Argila ¢ Magadiita pilarizadas ¢ nfio-
pilatizadas.

T atur: alcinaciio, °C
Designagiio do composto Temperatura de calcinagio, °C

- 450 600 750 20
MAD-1.2 ‘ 4] H)? - 88 -
MS-2 34 - - - -
MA-2 76 53 52 49 50
MAD-2. | - 83 147 49 171
MADP-2.2 - 47 134 38 154
MADP-2.3 - GO 186 73 159
MAD-2.4 - 30 i21 23 135
MAD-2.5 - ()6 106 07 73
MAP-2.6 . 94 87 8 | 106 -
Argila nitural 23 { 13 - -
APS-1 - 131 118 70 -
APS-2 - 176 I8Y 32 25
APS-3 - 157 123 09622
APS-4 - 132 168 14 26

A Tabela 4 mostra que Montmorilonita, ¢ H-Magadiita pilarizadas
possueni dreas superficiais equivalentes quando calcinadas a lemperaluras
de 450 a 600" C. No entanto, 0 compottamento lorna-se baslante distinto
para lemperaturas de calcinagfo mais clevadas,

O aumento da tempetatura de calcinagio de 600 para 750°C reduziu
as dreas superficiais das Montmorifonitas piluwizadas em cerca de 30%;
calcinaglio a 900" C teve efeitos ainda mais drdsticos, resultando em dreas
de aproximadamente 25 m%/g, que sfo semelhantes & da Argita Natural,
Este comportamento nfio foi compartithado pelas Magadiitas pilarizadas,
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cujas 4dreas permaneceramy relalivamente uniformes com {ratamentos
térmicos idénlicos. Portanto, a estabilidade térmica das Montmorilonilas
piiarizadas mostrou-se bem menor que a das Magadiitas pilarizadas,

Lewis ef al, (1985) obtiveram argilas pilarizadas com oligbmeros de
sflica de resisténcia térmica equivalente. Tanto Lewis ef al. como Burch
(1988) atribufram a baixa resisténcia de argilas pHatizadas a0 colapso da
estrutura interna das lamelas da argila, O fato de H-Magadiita ser estdvel
até cerca de 1000°C (Lagaly ef al., 1975b), parece assim explicar a maior
estabilidade térmica da forma pilarizada,

Sprung ef al. (1988, 1990) reportaram a possibilidade de obter
Mapadiitas Acidas pilarizadas com dreas de 176 m%/g quando calcinadas
2 650°C. O nosso trabalbo indica a possibilidade-de preparar materiais
com dreas superficiais levemente superiores a estes valores & estdveis a
tratamentos térmicos de até 900°C.,

As Tabelas 3 ¢ 4 permitem também apreciar o efeito das condiges
de preparagio sobre as propriedades dos maleriais pilagizados. As
preparagOes feitas a temperatura ambiente resultaram em matetials cont dreias
superficiais infetiores a 130 mz/g. A diminuigio da temperatura para (°C
permitiu a obtengiio de maleriais com dreas ente 30 ¢ 190 m%/p.

A 25°C, 0 aumento do tempo de oligomerizagio do ticlorofenilsilano
diminuiu as dreas superficiais das Magadiitas pilarizadas calcinadas a
temperaturas de até 750°C. O efeito oposto foi observado nas preparaghes a
0"C. Nas duas temperaturas, a drea superficial aumentou com a quantidade de
olighbmeros incorporados 4 Magadiita,  Os  resultados abtidos  com
Montmorilonita pilatizada nfio mostraram estas tendéncias.

CONCLUSOLES

Suspensdes aquosas de Magadiita Acida ¢ Montmorilonita Natural
foram tratadas o O e 25°C por 2 horas com solugfes de olighmeros de
(riclorofenilsilano preparados a diversos lempos de reagiio nas mesnias
temperaturas. Os resultados experimentais obtidos, apds a calcinagio dos
produtos a temperaturas enfre 450 ¢ 900°C por 1,5 horas, permitem as
seguintes conclusies:

(1) O tralamento elevou a drea supetficial de Montmotitonita de 20
m?2/g e a de Magadiita Acida de 50 m?/g para valores de até 190 m?/g;

(b) A pilarizac¢iio de Magadiita Acida permitiu obter materiais com
estabilidade érmica a temperaturas de até 900°C,
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{c) Montmorilonita pilarizada sofreu redugiio significativa da drea
superficial quando as temperafuras de (ratamento excederan 600°C,

(d) As dreas superficiais dos produtos preparados a 0°C foram
siperiores dquelas dos preparados a cerca de25°C.
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ON A FOURTH ORDER B.V.P. AT RESONANCE!

To Fu Ma*

ABSTRACT. Wc study Lhe existence of solutions of a fourth order resonant

problem wilh a noulinear perturbation that is bounded above (or below), Using

variational methods we obtain an cxistence result in he case hat a

Landesmann-Lazer type condition is assumed.

Key words: Resonance, Landesmann-Lazer, Critical DPoint, Fourth Order
Problem.

RESUMCOQ, SOBRE UM PROBLEMA RESSONANTE DE QUARTA
ORDEM. Neste trabalho estudamos a existdncia de solugdes de um problema
ressonante de quarta ordem com um termo ndo linear que é limitado
supcriormenic ou inferiormente. Utilizando métodos variacionais, obtemos um
resultado de existéncia no caso em gue uma condigiio do tipo Landesmann-
Lazer é admitida.

Palavras-chave: Ressondincia, Landesmann-Lazer, Ponto Critico, Problema de

Quarta Ordem,

INTRODUCTIOGN

In this nolc we siudy the exislence of a solulion ¥ =u{x) of (he
tourth order boundary value problem

0 e o)+ b (1.h)

w(y=u(my=0=u"(0) =0"(n). (1.2)

Here he L0, my and g:R—-R is a continuous lunclion such that
e S efu]” + ¢y with ¢),6, 20 and 1< p<oo,

Fourth order boundary value problem has been extensively studied
by many authors and are used (o model deformations of an elastic beam,

T Lecture given at "Semindrios de EDPs do Deparfamento de Malemalica-UEM",

Deparlamento de Matemnatica, Universidade Estaduat de Maringa, Av, Colombo, 3690,
Campus Universitario, 87020-900, Maringa-Parand, Brasil. AMS: 34B15, 34B25.
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For other studies on this subject, we refer the reader to e.g. Aftabizadeh
(1986); Agarwat (1989); Gupta (1988); Weaver ef al. (1990) and the
references therein, SR AR

Our interest here is to show (hat if g is bounded above (ot below),
(hen with a Landesmann-Lazer type condition and a standard confrol on
the growth of the potential G of g, problem (1.1)-(1.2) has al least one
solution. Our main resuit is the lollowing, '

Theorem 1. Assine that there exists ¢ constant such that Y e R,

e(y<m or gh)zm. ' o (1.3)
Assume in addition that there exist the limits
limsupg(n) =a < 0<b=liminf g(u} (1.4)
H—y—c2 H—+eo

and that

"
fim sup 26() <15, (with G(u)= Jog(t)d.t) (L.5)

e 32

mw
Then (1.1)-(1,2) has at least one solution if J h(t)sinxdx =0,
0

Remarks 1. Since A, =1 is the first eigenvalue of 2 = An with the
boundary condition (1.2}, and our hypotheses allow g to be bounded,
(1.1)-(1.2) is in fact a resonance problem, @

We nolice that some of (he methods used to study second order
boundary value problems can be applied to study (1. 1}-(1.2). In fact, atter
suitable adaptations, we have in the classical paper of Landesmann &
Lazer (1970), where (1.4) was used by the first time, the function g is
* supposed to be bounded. Later other papers like Tannacci & Nkashama
(1987) and Rumbos (1991} considered g with a linear growl(h but both

have assumed lin|1 sup g1y~ <15, On the other hand, in Sanchez (1990)
)=y .

was studied a true fourth order problem where ¢ has a polynomial grow(h
but with li!nll :sup2G(n)n"'2 =0, Our resulf requires g (0 be bounded above
H|—}oe . .

or below, but out other conditions are less restrictive than in the.above
referred papers. ' o
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Example; C_onsider_pgoblem (1L.H-(1.2) with

o (l+u)(l--u) ' ff”ué()
Cgln= s e
. S _ I+ i6uwn i If 1>0.
It is easy to see thnt g satlsﬁes all thc condltlons of thc theorcm l In cht
we have
a=limsupg(n) =-1<0<l=liminf g(w) =

H—y—on H—)+oo
and ‘ '
2G(u
limsup 2G ) =8
e g _
Moreover, since g is not bounded (but bounded below) and
u
limsup 8 =10,
lt]—reo !

it does not satisfy the hypotheses of any above referred papers. ©

The proof of theotem 1 is variational and uscs (he well-known Saddle
Point Theorem of Rabinowitz, Next-we make some preliminary remarks
on the vatiational setting of (1.1)-(1.2).

PRELIMINARIES
Let I H(0,m) N H(l, (0,7) = R be the functional defined by

T 4 T . :
1 p
F(u) m——J(rr 2 (x) = u2(x))n{v—JG(u(x))dx-j My @1
' "
where G(r) is the ptimitive J g()de. 1L is well-known that F is of class
0

¢ in E=HY0,m)n H)(0,7), where for convinience, we use (he

. 2 T 2 . "
equivalent norm ||wl® = | «” 7 (x)elx. In fact we have Ve [,
] 0 _ P

T T §1
F(yp= j (-u”(p” - up)x — J o () pely — J hepelx . (2.2)
0 0 - 0
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Then, as a standard fact, e E is o critical point of F if und only if it
is a solution of (1,1)-(1.2) that belongs to ”/4’1(0,75). Besides, if /i is
continuous, we have in fact that v € CY({0,7]) . We notice (hat H(0,7),
Hé(O,ﬂ) and W0, ) stand Sor usual Sobolev spaces. We will show
(hat F has a critical point in E by applying the following abstract result of
Rabinowilz.

Saddle Point Theorem. Suppose E=VOW with V finite-dimensional. if
FE=R safisfies:

(i) There is a bounded neighborhood D of O in V such that

a=supl-<inf " =f.
an v

(i1) The Palais-Smale condition (PS} holds.
Then /7 has a critical point in £,

Remarks 2. (a) We say that f satisfies the Palais-Smale condition, (PS5)
for short, if any sequence #, € E such that /7(w,) is bounded and

“F’(rt”)"* — 0 has a convergent subsequence.

(b) An obvious sufficient condition for (i) is: F is coercive in W and
-Fis coercive in V. ©

From the above consideralions, let us decompose £ as VOW, where
V' = Span{sinx} and W=V L'~ E, with the orthogonality in the I*-sense.
So, if ne £, we can write in o unique way #=v+i wilh vel and
w el ., Wilh this decomposition we have, from (2.1) and (he hypothesis

n
that JG h(x)sinvedx =0,
A
F(v)z—JG(v(x))dx Yvel,
0

Moteover, from the variational characterization of the second eigenvalue
of 1 = Ax wilh the boundary condition (1.2),

T T
Jx-v”z(x)a’.\'z lGJ".UZ (x)x Ywel, (2.3)

0 0
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Now we are in a posilion (o prove a lemma that shows the effect of
hypothesis (1,3), This lemma is the main (ool for the verilication ol the
Malais-Smale compactness condition for F,

Lemma 1. Assume (1.3) and suppose that w, =v, +w,, with v, eV and
w, €W, is a sequence such that 17(u,) is bounded and |I¥'(u,)], — 0.

Then "w,, “ is bounded independently of 1neN.

Proof, From (2.2) we have for all pe £

, (2.4)

T T wr
F'lu, o= J (0" ~ 11, @) dlx ~ J g(u, )pdy — j hepelx = o(1)||¢]
0 0 0

so that replacing ¢ by w, and using (2.3), we get

15 i
]E"Wrr ||2 < J glu, yw, de+ ”/I"LI ||w” "Lm + o(l)“wn ”

0
Now assuming that g(n) Sm VueR |

n 7 w0 n

j g, v, dx = j (=g (u, (x)))sine 227 g 4 j v, v, (2.5)
SNy

0 0 0

On the other hand, since {here is a continuous imbedding of E in
¢! ([0, 7]y N Cy ([0, 7)), it is well-known (hat (see ¢.g. Mawhin, 1985)

w, (x)

sin x

< vg“w,, | forall xe[0,7]. (2.6)

So from (2.5) we have, since m— g(u,(x)) 2 0 for all xe(0,m),
Erro! Objetos niio podemn ser criados editando-se eddigos de campo,,
Thus there are positive constants €, and C, such that
o
15 . ,
——HWH || < -C| jg(un (x))sinxdx + C,.
16
0
Now once F”(u, )9 — 0, we have by replacing ¢ by sinx in (2.4) (hat
T
J.g(un (x))sinxdx —.0.

0
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is bounded independently of #. We note (hat if (0

This shows that |w,|
> m is assumed, (he same procedure works since in thal case

g(u(x)) —m=0 forall xe (0,m). &

PROOF OF THEQOREM 1
Proof of theorem 1, From Remark 2-(b), it is enough 1o show that:
(2) F(w) — oo as |w]— o= (. F is coercive in W)
(b) 77(fsinx) — —oo a8 [} = e, (e, -F s coercive in V)
(¢) The (£S) condition.
To verily (), we observe that from (1.5), there exist £,k > 0 such that

Gy P8 vk Vner,

Then we have YwelW
| I 15—-¢
o2 Lol ol =2l -l ol

Using (2.3) and (he imbedding Ec L7(0,m), there exists a constant
'C'> 0 such that, '

2
e

Fw)= (i L E_S_j]uwlf - CHW" — k.
: A2 32 32 o

Thus, F(w) = +eo if [pw]— .
As for (b), we begin by remarking tha
I

G(fsinx )=+ Jg(is)ds. _

So, supposc that 7 —+ee. Then using the right side of (£.4) and the
Fatou's lemnu,
_siny siny
fiminf jg(l.s)dsz Jliminfg({s)a‘.v;bsim'>0

{—rtoo [—too
‘ 0 0

aud since
L siny

T
F(1siny) = —'[ G (siny )y = »»—_!'[ j g (is)dsdx,

0 60
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we infer that F(¢sinx) — —se a8 { — 4oa, If / — —co we use the left hand
of (1.4) and also conclude that F(/ sinx) — —eo, Therefore (b) holds.

To verify the (PS) condition, suppose w,, =1, sinx +w,, with w, € W,
such that F(w,) is bounded and . — 0. From the prowth
condition imposed to g, it is well-know that F satisfies the (PS) condition
if 1, has a bounded subsequence (Rabinowitz 1986, appendix A). So,
suppose that 1, is not bounded. Since lemma 1 implies that ||w,|| is
uniformly bounded in E, (and (herefore in Cl([O,ﬂ:])), it follows that
it,] e for some subsequence, say i, itsell. Now suppose {hat
{, —+oo, lhe other case is made in a similar way, consequently
i, (x) = +eo Vxe(0,m). Then using the right side of (1.4) and the
Futou's lemmu,

0<Jbsmxdx Jlunmfg(u (x))sinxdy € lim jg(u (x))sinxelx .

0 H—+oo n—)m

But once [|77/(1, )}, > 0, we also have lm,,_,, Jog(un (x))sinxdx =0.

So, from (his contradiction, we conclude that [!,,{ must be bounded and
therefore 1, has a bounded subsequence,

Thus, by the Saddle Point Theou,m (1.1)-(1.2) has a solution as a
critical point of F, ©

Remarks 3, The statement of theorem 1 remains {rue if we consider an x-
dependent nonlinearity g = g(r,n) The adaptations are standard. For
example, we should ﬁ:plaoé (1.4) and (1.5) by the following:
(1.4) There exist or,b € L (0, m) such that
a(x)=limsupg(x,n#) and b(x)=liminf g(x,u)
H—3—eo

H—yteo
uniformly in x with

T n
J a(x)sinvedx <0< Jb(x)sinxcbc .

0 0
(1.5) There exists K € L™ (0, ) such that
lim supw

=K(x)<15
[t} o= 1
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uniformly for x € (0,7) and with strict inequality holding in some subset

of positive measure, ©@
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Na pfigina 341, onde consta:
Erro! Objetos nfio podem ser criados editando-se cédigos de campo.
Leia-se:

n

T
oI .
Jg(tt,,)»sa,ldx < —Z—ilwﬂllcl J (m— g(u, (x)))sinxdx+ml lIw,,IIL[ .
0 1]
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ESTUDO COMPARATIVO ENTRE SECAGEM DE GRAOS
UTILIZANDO ENERGIA SOLAR EM PORTO
ALEGRE E MARINGA

Jonas Teixeira Nery ™

RESUMC. Lste trabalho apresentn um estudo comparalivo entre secagem de grios,
através de energin solar em Porto Alegre e Maringd, Para tal comparagiio (oram
utilizados os dados de saida do modelo matemético de um coletor solar, que serviu
como dado de cntrada no modelo de Morey. O modelo para o coletor, que trabalha
cow aquecimento do ar wé 109C, foi construido pelo Grupo de Boerpin Solar, da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, O modelo de Morey [oi utilizado para
construir as curvas de secagem de Porlo Alegre ¢ Maringd. I5 importante observar
que cstc modelo requer uma cquagho caracleristicn para cada produto. Nesie
trabalho utilizou-se a equagiio com as propriedades do milho. Com os dados de
Porto Alegre, trabalhou-se tedrica e experimentaimiente. O mesmo nilo oi possivet
ne caso de Maringd, tendo em visla o fator econdmico que impossibilitou a
cotislrugiio do sistema silo-colelor sofar.

Palavras-chave: Sccagem, Energia, Modelos, Milho.

ABSTRACT. COMPARATIVE STUDY OF GRAIN DRYING USING SOLAR
ENERGY IN PORTO ALEGRE AND MARINGA. A comparative study of grain
drying by means of solar energy in Porto Alegre and Maringd is shown in (his paper,
TFor this purpose, output data (rom a mathematical model of a sofar collector served
as input data for the Morey Model. The model of the collector was created by (the
Solar Energy Group of the Federal University of Rio Grande do Sul. Tt considers air
heating up o 10°C, The Morey Model was used (o caleulate the curve of drying in
Porio Alegre and Maringd, Tt is imporiant to note (hat this model requires a specific
equaton for cach grain, The properties of maize (corn) were chose for the equation
considered in this paper. Data coliected in Porlo Alegre was used Theoretically and
experimentally. 1t was not possible (o develop the same cxperiment at (he University
of Maringd for economic reasons which prevented he construction of the silo solar
collector syslem,

Key words:Drying, Model, Energy, Maize.

Departamento de Flsica, Universidade Estadual de Maring4, Av. Colombo, 3690, Campus
Universitario, 87020-900 - Maring4-Parand, Brasil.
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INTRODUGAO

De acordo com os (rabalhios realizados no PRONASSOL, Programa
Nacional de Secagem de Produtos Agropecudrios, Vigosa, verificon-se
que o Brasil apresenta um potenciat para utilizagiio de secagem de griios,
em baixas temperaturas. Isto se deve 4 condiges climdticas das regides
produtoras que possibilimni esse tipo de secagem, Na maioria dos casos,
nfio se necessita de foute suplementar de enctgia pard aquecimento de ar
¢, quando é necessdrio, as quantidades sfio pequenas comparadas com 08
sistemas que.empregam em altas femperaturas. '

Como o Brasil apresenta, aproximadamente, cinco por cento de sua

capacidade de armazenamento, localizado a nivel de fazenda, e é concenso
que esse fndice precisa ser ampliado, a introduglo de sistemas de secagem em
baixas temperaturas ¢ uma alternativa, Assim ¢, devido ao falo do custo
inicial ser competitivo em refaglio a oulras oufras técnicas, uma vez que a
secagem ¢ 0 armazenanento € realizado no mesmo equipamento,
" Para o projeto de sistemas de secagem em baixas temperaturas
pecessdrio o conhecimento das vazdes minimas de ar, deferminadas a
partir de simulagio de secagem, ulilizando-se dados meteoroldgicos da
regifio, A vaziio minima calculada, neste trabatho, utilizou a metodologia
discutida no referido projeto, PRONASSOL (8).

A secagem a baixa temperatura, utilizando energia  solar, por
exemplo, ¢ um processo relativamente lento, em COMparagdo com oulros
métodos mais sofisticados de secagem, e requer habilidade (€cnica para
cer executada, B o mélodo de secagem artificial menos oneroso em nivel
de fazenda, A secagem ¢ feita no proprio silo; onde, postetionmente, 08
priios ficam armazenados. O silo ¢ dotado de um fundo falso, Figura 1,
construido em chapa metdlica perfurada, colocada sobre um “plenum”
(camara de descompressdo), através do qual o ar ¢ insuflado na massa de
grios, por meio de um ventilador, A versatilidade do sistema reside no
fato de que a velocidade de colheita pode ser ajustada 2 de secagem; isto
faz com que a secagem a baixas temperaluras possa ser aplicada em
diversos tamanhos de proptiedades agricolas. _ R

Diante da constatagio da importincia deste tipo de sccagem, buscou-
se o desenvolvimento de um coletor solar, para pequenos e meédios
produtotes, que ndo necessitasse de mio de obra especializada para sua
construgiio. Tal coletor tem a finalidade de baixar o conleddo de umidade
do ar natural, antes de introduzi-lo no silo. .

(T
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GRAOS SECOS

12) ;QA—QA '——;WQ_/I—_]‘”

|

FIGURA 1: Represetagiio esquemitica do ventilador (1), do plenum
(2), do parie armazenadora dos priios, com sua frente de secagem (3). A
parte inferior (Grios Sceos) ¢ onde sc encontra os priios que receberfio o
ar mais scco (¢ onde ocorre 4 secagem mais ripida),
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A partir daf, uliizou-se o modelo de Morey para a simulagiio da
secagemy do produto dentro do silo. Este oodelo foi importante para
avaliar, teoricamente, o (empo de secagem para as condigtes climdticas
de Porto Alegre ¢ de Maringd,

O objetivo deste trabalho ¢ demonstrar gque Maringd, por ser uma
cidade com alta incidéncia solar, duranie todo o ano, ¢ um local onde 4
secagem, com energia solar, deve ser usada, por pequenos produtores,
COMO um meio muito ceondmico de seeagen ¢ gue o nesmo nio ocorre
et P, Alegre, devido ao seu inverno ser mais rigoroso ¢ fongo,

METODOLOGIA

A construcio do coletor solar, peto Grupo Energia Solar, du
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, foi realizado no Campus
desta Universidade. Ao mesmo tempo [oi desenvolvido um modelo
matemdtico, utilizando o método de diferenga finita (3). Os resullados a
partir deste modelo foram wlilizados como dados de entrada a0 modelo
de Morey.

Modelo Matematice de Simulagfio de Secagem

Um  programa  em  FORTRAN,  para microcomputador,  fol
implementado, com a finalidade de simular a secagem de milho a baixas
(emperaturas, com base no modelo proposto por Mortey (4). Esse modelo
inclui as scguintes equaghes:
a) Equagfio para o balango de energia entre o ar ¢ grio;
caTo+Wo (Law +cv To) + cp R(L+ U)o + (1) —o)ow o =

R
call W (Lw +ev To)y+ep RO+ UG+ AL(TS — Vo) th
b Equagiio para a entalpia especifica do mitho;
U
ep=0,35+0,851— (2)
1+
¢) Eyuagiio para o balango de massa enfre o at ¢ o rilo;
Wi —Wo ={U-Ul)R (3)

d) Equaghio para a unidade relativa de equilibrio no processo de adsoreio;
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: 172
» 0, =100{1—exp{-0.51807(7/ +45.06)U " ]} )
¢) Equagiio paca o unidade relativa de equilibrio no processo de dessorgiio;
0, = IOO{I—exp{—0.6876(1‘/‘+45.6)U?]}' ' (5)

) Equagiio de secagem de milho em camada fina para temperaturas
inferiores a 219 C, proposta por Sabbah (10);
U ~Ue 0,664
RU = ———=exp[-ki "
Un —Ue

] (6)

¢ ques
: y
k=exp{-x{")

x=[6.0142+ 1:453 10 V021" —[1.870 + 3217

r=[3.353 10 +3.0 107 621"

p=0,12264—1.641 107 0+ 14.14 107" 70 - 1.044 107 7o

2} EHquagio de secagem de milho em camada fing para temperaturas

]

superiores a 21° C, proposta por Misra e Brooker (9);
 RU=exp{~/f1"] (7)

em que

k==0.0821+1.37 107" 70~ 1.31 107% 1

)
n=0.375+8.76 10" In(0)

h) Equagio ulilizada para prever a porcentagem de perda de matéria
seca do mitho, com umidade de 25% de base dmida (hu), femperatura
de 15,6" C e 30% de danos mecdinicos;

PM=0.0884[exp(0.006/)Y—1]+0.00102 ¢ (8)
Para condigOes diferentes das citadas acima, o (cmpo Af ¢ substituido
por um (empo equivalente, Afeg = At/ (Mw— M), donde My ¢ um

multiplicador de wmidade ¢ My, um muitiplicador dc temperatura. M/

depende da temperatura final do milho (°C) ¢ da umidade final, para uma

basc seca.
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Sceagem em Silo Cheio

Depois de validado o modelo, foi implementado em um micro
computador para simular o secagem de milho, na regido de Porto Alegre,
em primeiro Tugar, e na regifio de Maringd, posteriormente. Os dados
oblidos foram; ilemperatura ¢ umidade relativa média do ar. As
simulagdes da secagem foram feitas para as sepuintes condigdes:

Porto Alegre ,

a) O produlo obtido, jd havia solrido uma pré secagem ¢ a umidade dos
prios era de 16,5%, aproximadamente,

b) O perfodo de secagem ¢ armazenanmento: 13-05 a 10-07-83,

¢) Agquecimento do ar de aproximadamente 10° G,

d) Umidade média dos griios, no silo, igual a 13,7%, ap6s o periodo de
secugem,

Maringd

a) Nio se trabathou com a parte experimental. Constderaram as mesmas
condicoes de Porto Alegre, mas fomando 4 umidade inicial do
pmdufo como 18% de umidade; :

by O perfodo de secagem e armazenamento: final de fevereiro até infcio

de junho, .
¢)  Aquecimento do ar de aproximadamente 109¢;
d) Umidade média dos griios, no'silo, 13%.

Os dados de temperatura ¢ umidade refativa do ar ambiente foran
coletados em abrigos meteorologicos. Em Porto Alegre, 08 dados [oram
cedidos pelo Distrito Meteoroldgico do Sul do Brasil. Em Maringd, o8
dados foram cedidos pela Estagiio Meteoroldgica da UEM.

Em Porto Alegre, as amostras de milho foram coletadas diatiamente,
em diversas alturas -da massa de grfios, previamente estipuladas;
utilizando uma sonda coletora, Também se mediu o Nuxo:de ar de
secagem, na superficie da massa de griios, utilizando-se angmografos

=

especialmente desenhados para esta {inalidade,

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os prdlicos da Figuras 2a ¢ 2b, mostiam um:conjunto de informages
obtidas através do modelo de Morey, para. secagem de.milho o baixa
temperatura.  As secagens foram realizadas oum perfodo com - alta
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radiagiio solar. E imporfante observar, no enlanio, que Maringd tem
maior incidéncia de radingfio sotar que P. Alegre {por eslar mais ao
notte). Isto possibilitou obter um fempo de secagem mais curlo, na
cidade paranaense, Deve-se observar fambém que a  varidvel
meteoroldgics, umidade relativa, ¢ ocutro parmetro importante nesta
andlise, visto que P. Alegre ¢ uma cidade com alto teor de umidade, o
que € malélico para este tipo de secagem,

O grifico que mostea a secagem de milho em Maringd apresenta, no
entanto, um problema de super secagem na camada inferior, Figura 2b,
Isto s¢ deve a utilizagdo das mesmas informages, ais como, vazdo
minima, em Maringd, dquelas utilizadas em Porto Alegre (3).

A secagem a baixas temperaturas é um processo lento, podendo
demorar uma semana e, em determinados casos, até um més, Essa
lentiddo ¢ devida 4 pequena quantidade de ar que se utiliza por
unidade de massa de grios a ser secada, e pela dependéncia, que o
gistema tem, da capacidade do ar em evaporar dgua, que ¢ muito
menor do que nos sistemas que empregam emperaturas elevadas, A
capacidade do ar em evaporar a umidade do produto, também
denominada de potencial de secagem, determina o teor de umidade
final que os griios atingirfio ao final do processo (7). Uma regifio que
apresente uma alta umidade refativa média, como P, Alegre, tem um
baixo polencial de secagem, Assim  necessila de uma  fonte
suplementar de enerpin, como energia solar, queima de combustiveis
etc. A utilizaciio dessa fonle de enerpia deve estar condicionada ad
potencial de secagem da regifio ¢ ao teor de umidade final desejado.
Na maioria dos casos, o potencial de sccagem do ar natural mais o
aquecimento provocado pelo ventilador (mais ou menos 29C), ji ¢
suficiente para obter o teor de umidade final desejado, O uso
indevido  desta  fonte suplementar provoca  super  secagem,
principalmente nas camadas inferiores, como em Maringd, Para evitar
este tipo de problema e gastos de energia  desnecessirios,
recalcularam s valores de vazdo do ar que enfra no sito, tendo em
conta a femperatura média do ar e a nmidade relativa média do ar,
bem como o valor da umidade dos grios, Assim se obteve o
Grafico 2c, com mais (empo  para  processar a secagem, mas
praticamente sem a existéncia da super secagem,
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FIGURA 2a e 2b: Grilicos que representam. as sccagens em Porto
Alegre (2a) e em Maringd (2b), utilizando cenergia solar. Cada curva
representa uma camada do mitho dentro do silo secador. Curvas
obtidas através do modelo Morey,
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FIGURA 2¢: Secagem realizada em Maringd, utilizando colelor
solar. Cada curva representa uma camada do milho dentro do silo
secador, Curvas obtidas através do-modelo de Morey.

CONCLUSAO

Pela alta umidade de Porto Alepre, com radiagio muito baixa,

principalmente no inverno, a secapem de griios, utilizando energia solar
nfio ¢ 0 mélodo adeguado, Para outros periodos, € possivel se secar com
energia solar ¢ inclusive armazenar o produto, sem qualquer dano,
" Pode-se afirmar que Maringd ¢ uma regifio muito boa para este tipo
de secageny, nfio necessitando, inclusive, em alguns perfodos do uso de
qualguer fonte alternativa de energia. O ar natural mais o aquecimento,
devido ao ventilador necessdrio para insuflar o ar que entra no silo jd €
suliciente para secar o produto, ,

O modelo proposto por Morey pode ser usado na simulagio de
secagem a buixas (emperaturas, sendo importante, no entanto, um estudo
prévio da vazio minima necessacia para este ipo de secagen,

SIMBOLOGIA
Ca = entalpia especifica do ar keal, kp~!,0C"!
Cv = entalpia especifica do vapor d'agua, keal.kg™1.0C!
Cp = entalpia especifica do mitho, keal kg 1.0C"!
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Cw = entalpia especifica do "agua, keal.kp~t.oc
= constante
Lw = entalpia de vaporizagiio da ag_ﬁua livre, keal.kg1,0C"!
PM = perda de maléria seca Kg. bl
= razio enlre a matéria seca do produto ‘de uma ‘Camada € 2
quantidade de ar seco que passa’por uma unidade de runpo kp de
matéria por kg~! de ar seco.
RU = raziio de mistura, adimensional
= (empo, horas ‘
To = temperatura inicial do mitho, °C
Tf= temperatura final do milho, °C
= teor de umidade, base seca
Ue = (eor de umidade de equiiiprio
Uo = teor de wmidade inicial do milho, base seca
Uf=teor de uminidade final.do milho, base seca
X = constante
y =, conslante :
Wo = raziio de umidade inciat do ar, kg de vapm por kel dn, ar Seco
Wf = raziio de umidade final do ar, kg de vapor por kp~ I de ar seco
Bo = temperatury incial do milho, o¢
0f= temperatura final do milkio, °C
At = intervalo de tempo, horas o
Ate = periodo de fempo t,qmv‘li(,nlt, Tords
¢a = umidade relaliva lu Lquzlfbun no processo  de absorgio,

I

adimensional
¢d = umidade relativa de qullllbli() 1o 'p‘mccﬁﬁo de "clessorgﬁb,
adimensional o : RS
AL = entalpia diferencial de vapmmawn da ag,ua do mllhc) Kcul k‘g, I

¢ = umidade relativa do ar, porcento,

Y
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